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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Данный курс составлен в точном соответствии с раз- 
делом «Ряды» программы по высшей математике для ин- 
женерно-технических специальностей высших учебных за- 
ведений. Поэтому его можно использовать не только 
как пособие для слушателей курса лекций, но и при 
самостоятельной работе над предметом. 

Основной опасностью при изучении теории рядов ав- 
тор считает вульгарное представление о ряде как 
о «сумме бесконечного числа слагаемых». Поэтому он 
принял против него все возможные профилактические 
меры, жертвуя иногда ради строгости наглядностью из- 
ложения. 

Напротив, в согласии с обычной практикой прохожде- 
ния курса теории рядов, обоснование интегральной фор- 
мулы Фурье проводится при помощи нестрогих, правдо- 
подобных («эвристических») рассуждений, а доказатель- 
ства теоремы о дифференцировании степенных рядов в 
комплексной области и теоремы Дирихле о разложении 
в ряд Фурье опущены вовсе. Уравнение свободных 
малых колебаний струны с закрепленными концами и 
его решение методом Фурье, относимые некоторыми 
вариантами учебных программ к разделу «Ряды», выде- 
лены в самостоятельную главу. 

Некоторым отклонением от традиции является гла- 
ва 1, в которой на примере геометрических прогрессий 
демонстрируются практически все идеи курса (вплоть 
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до рядов Фурье). Эта глава является вспомогательной 
и преследует чисто методические цели. 

Приводимые в книге примеры носят иллюстративный 
характер и не являются упражнениями для читателя. 
Поэтому параллельно с изучением материала данной 
книги необходимо пользоваться тем или иным сборником 
задач. 

Автор признателен Р. С. Гутеру и П. М. Ризу за 
конструктивную и доброжелательную критику рукописи 
и за многочисленные ценные советы, а также редактору 
книги А. С. Чистопольскому за ряд улучшений текста. 

За все критические замечания автор будет весьма 
благодарен. 


Я. Я. Воробьев 


ГЛАВА 1 
ПРОГРЕССИИ 

§ 1. Введение 

При изучении теории рядов приходится сталкиваться 
с трудностями двоякого рода. 

Во-первых, теория рядов, как и всякая математичес- 
кая теория, имеет свой аналитический аппарат, состо- 
ящий из теорем, различных приемов преобразования 
формул, методов доказательств равенств и неравенств, 
вычислений пределов, подсчетов конечных сумм и т. д. 
Этот аппарат составляет существенную часть курса тео- 
рии рядов, и его освоение требует основательного изу- 
чения (и в том числе запоминания) довольно большого 
числа утверждений и формул, а также практических 
навыков, приобретаемых в ходе решения задач. С этой 
точки зрения теория рядов в принципе мало чем отли- 
чается от тех частей математического анализа, которые 
составляли предмет предыдущих разделов курса вьющей 
математики: дифференциального и интегрального исчис- 
лений. В этом смысле теория рядов никаких особых труд- 
ностей при своем изучении доставлять не будет. Кроме 
того, у нас на протяжении курса будет достаточно воз- 
можностей обращать внимание на аналитическую (так 
сказать, на «формульную») сторону вопроса и отраба- 
тывать типичные приемы рассуждений и вычислений. 

Однако ряды при своем изучении доставляют труд- 
ности еще и другого характера, связанные с необычно- 
стью самого объекта изучения, каковым является ряд. 
Дело в том, что ряд, по существу, является «суммой 
бесконечного числа слагаемых». Поставленное же в ка- 
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вычки выражение нельзя понимать буквально уже хотя 
бы, потому, что обычная алгебра занимается только 
действиями над конечным числом компонент и, в част- 
ности, суммами конечного часла слагаемых. Значит, на 
самом деле речь идет не об обычной сумме, а о чем-то 
таком, „что еще нужно правильно истолковать и понять. 
По этой же причине мы не можем безоговорочно поль- 
зоваться знакомыми еще по школьной элементарной ма- 
тематике такими привычными и такими удобными зако- 
нами действий, как переместительный (коммутативный) 
или сочетательный (ассоциативный) законы. Более того, 
некритическое применение этих, казалось бы, незыбле- 
мых правил может привести к совершенно неверным 
ответам. Тем более осторожно следует относиться к пе- 
реносу на ряды известных простых теорем о дифферен- 
цировании и интегрировании сумм, состоящих из конеч- 
ного числа слагаемых. Правда, сходные трудности уже 
появлялись в ходе освоения понятия определенного ин- 
теграла (который тоже в какой-то мере может пони- 
маться как «сумма бесконечного числа слагаемых», 
именно, как общий предел некоторых последователь- 
ностей обычных сумм, когда число слагаемых в этих 
суммах неограниченно возрастает). Особенно близкими 
оказываются сейчас для нас рассуждения, касающиеся 
несобственных интегралов с бесконечными пределами : ). 
Однако следует иметь в виду, что в рамках программы 
нашего курса теория рядов более глубоко входит в эти 
вопросы, и возникающие в связи с этим трудности бу- 
дут обильнее и серьезнее. 

Чтобы избежать одновременного столкновения с труд- 
ностями обоих перечисленных типов, аналитическими и 
логическими, полезно до построения систематической 
теории рядов пронаблюдать основные понятия этой тео- 
рии и их взаимосвязь на некотором частном, достаточно 
простом и по возможности известном примере, который 
будет для нас играть роль модели. В качестве такой модели 
мы рассмотрим теорию геометрических прогрессий. 

х ) В связи со сказанным можно настоятельно рекомендовать 
читателям вспомнить и вновь продумать во всех деталях опреде- 
ления определенного интеграла и, особенно, несобственного инте- 
грала с бесконечными пределами. 


§ 2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРОГРЕССИИ 
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§ 2. Геометрические прогресии 

Последовательность вида 

а, ад, ад 2 , ... (1.1) 

называется геометрической прогрессией. При этом а на- 
зывается первым членом прогрессии, а д — ее знамена- 
телем. 

На п-м месте в последовательности (1.1) должно 
стоять выражение ад п ~ 1 . Оно называется общим чле- 
ном прогрессии (1.1). Полагая в этом выражении 
п = 1 , 2, . . . , мы можем записать и вычислить любой 
член этой прогрессии. Если а — 0, то все члены прогрес- 
сии (1.1) также будут равны нулю. Этот малоинтерес- 
ный случай мы далее не будем рассматривать. 

Геометрические прогрессии могут быть численные: 

б, 12, 24, 48, ..., 

+ _ 1 _ _ 1 _ _ 1 _ 

2 ’ 4 ’ 8 ’ 16 

1+/2, 3 + 2/2, 7 + 5/2, 17+12/2, ... , 

і, —1, —і, 1, і, ... 

и функциональные: 

ах, ах 2 , ах 2 , .... 
х, хзіпл:, хзіп 2 х, ... 

Если в прогрессии (1.1) имеется только конечное 
число членов, т. е. если в ней существует последний 
член, то прогрессия называется конечной ; в противном 
случае, если за каждым членом прогрессии следует еще 
хотя бы один член, то прогрессия называется беско- 
нечной. 

В случае конечной прогрессии 

а, ад ад п ~ г (1.2) 

можно говорить о сумме всех ее членов з: 

з—а-\-ад + ... + ад п ~ 1 . (1.3) 

Для вычисления з умножим почленно равенство (1.3) 
на знаменатель прогрессии д: 

&д — ад-\-ад 2 -\-...-\- ад п 
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и вычтем почленно полученное равенство из равенства 
(1.3). В результате мы получим 

5(1 —д) — а—ад п . 


Если при этом <7 Ф 1 , то отсюда следует 

„_ а—ад п . 

1-д ’ 


(1.4) 


если же <7=1, то, как легко видеть, все члены прогрес- 
сии (1.2) равны друг другу, и сумма их, очевидно, 
равна ап. 


§ 3. Бесконечные прогрессии; их сходимость 
и расходимость 

В случае бесконечной прогрессии 

а, аі 7 а< 7 п_1 , ... (1.5) 

о сумме 5 всех ее членов 

а + ад + ... + ад п -'+... 


пока говорить несколько преждевременно, поскольку мы 
еще не условились, какой смысл следует придавать этому 
выражению. Однако мы во всяком случае можем говорить 
о сумме 5„ первых п членов этой прогрессии: 

= а + й< 7 + • • • + а<? л_1 , 

которую можно назвать п - й частичной суммой прогрес- 
сии. ^Как было только что выяснено, при <7 Ф 1 эта 
а — аа п \ 

сумма равна ~ у_ ■) 

Естественно считать суммой 5 бесконечной прогрес- 
сии (1.5) предел ее частичных сумм 5„ при неограничен- 
ном возрастании п: 

5= Пт з п . 

п -*■ 00 

Подчеркнем, что мы здесь вводим определение суммы всех 
членов прогрессии. Это определение действительно есте- 
ственное: чем больше слагаемых мы возьмем в сумме 
вида 5„, тем «ближе» мы подойдем к предельному значе- 
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нию суммы. Поэтому не должно вызывать возражений, 
если в качестве «суммы всех» членов прогрессии мы 
этот предел и примем. 

Таким образом, о сумме 5 можно говорить лишь 
тогда, когда существует конечный предел Пт 5„. В этом 

п —*■ СО 

случае говорят, что прогрессия (1.5) сходится ; если 
этого предела не существует, то говорят, что прогрессия 
(1.5) расходится. 

Воспользовавшись формулой (1.4), определение 5 
можно при с\Ф 1 переписать как 


5 


Пт 

п -*• 00 


а — ад п 
1-<7 


Так как а и р от п не зависят, мы можем последнюю 
формулу представить в виде 




(1.6) 


Дальнейшее зависит от значения знаменателя ц (на- 
помним, что мы считаем аф 0). 

Если |<7|<1, то, очевидно, стоящий в (1.6) предел 
равен нулю и мы получаем 



Следовательно, при | <7 1 < 1 прогрессия (1.5) сходится. 

Пусть теперь |<7|і>1. Предположим, что при этом 

Нт 5 „ = 5 . 

п —*■ СО 

Тогда, начиная с некоторого места, все & п будут близки 
к 5, отличаясь от 5 менее чем на некоторое сколь угодно 
малое, наперед заданное число е. Тем самым они должны 
отличаться друг от друга менее чем на 2е. Но в наших 
условиях разность двух соседних сумм, 5„ +1 и з п , есть ар п 
и вовсе не стремится к нулю (а при | <7 1 > 1 даже воз- 
растает по модулю). 

Таким образом, мы полностью выяснили вопрос о схо- 
димости прогрессий. Оказалось, что сходятся те и только 
те прогрессии, у которых знаменатель по модулю меньше 
единицы. 
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Заметим, что этот вопрос был нами решен на основе 
непосредственного вычисления частичных сумм прогрес- 
сий и последующего перехода к пределу. 

С какой скоростью сходятся сходящиеся прогрессии? 
Уметь ответить на этот вопрос важно потому, что многие 
применения прогрессий (как и рядов вообще) основаны на 
замене суммы всей прогрессии на некоторую ее частич- 
ную сумму или наоборот. Для прогрессий поставлен- 
ный вопрос решается просто. Очевидно, для любой схо- 
дящейся прогрессии 


Ясно, что чем ближе знаменатель прогрессии ^ к еди- 
нице, тем хуже описывает частичная сумма з п сумму х. 

Если прогрессия расходится, то говорить о ее сум- 
ме, строго говоря, нельзя. Прямое вычисление этой 
суммы с некритическим использованием «обычных» ма- 
тематических средств может привести к парадоксаль- 
ным явлениям. 

Например, пусть мы имеем прогрессию со знамена- 
телем, равным — 1: 

а, —а, а, —а , ... 

«Сумма» этой прогрессии формально записывается как 
а — а + а — а + ... 

Объединяя попарно ее соседние члены, начиная с пер- 
вого, мы получим 

(с — с) + (а — а)+... = 0 + 0 + ... = 0. 

Объединяя же попарно соседние члены, начиная со 
второго, мы получим совсем другой ответ: 

а + (а-а) + (а-а)+... = а + 0 + 0 + ...«=а. 

§ 4. Функциональные прогрессии; 
область сходимости; равномерная сходимость 

^Рассмотрим теперь прогрессию, в которой как пер- 
вый член, так и знаменатель являются функциями не- 
которого переменного х: 

а(х), а{х)д{х), а (х) ф (*), . . . 


(1.7) 
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Такого рода прогрессии называются функциональными. 
Придавая переменной х те или иные значения, мы 
будем получать различные числовые прогрессии: 


а(х і), а(х 1 )д(х 1 ), а (х х ) д 2 (х г ), . .. , 
а(х 2 ), а(х 2 )д(х 2 ), а(х 2 ) д 2 (х 2 ),... 


(1.8) 


И т. д. 


В известном смысле можно говорить, что функцио- 
нальная прогрессия (1.7) является своеобразной «функ- 
цией», а числовые прогрессии (1.8) — ее «значениями». 

Некоторые из прогрессий (1.8) могут оказаться схо- 
дящимися, а другие — расходящимися. Из сказанного 
в предыдущем параграфе следует, что сходящимися 
будут те и только те прогрессии, для которых | д (х) | < 1. 
Кроме того, очевидно, сходятся также прогрессии, соот- 
ветствующие тем значениям х, для которых а (х) — 0. 
Однако этот тривиальный случай не представляет инте- 
реса и мы его рассматривать не будем. 

Принято говорить, что значения х, для которых 
| д (х) \ < 1 , составляют область сходимости функцио- 
нальной прогрессии (1.7). 

Мы видим, что решение вопроса о сходимости функ- 
циональной прогрессии (1.7) связано только со значе- 
нием ее знаменателя д(х), а функциональная зависи- 
мость д от х лишь выражает решение этого вопроса в 
несколько иной форме. Поэтому мы будем в качестве 
независимой переменной брать сам знаменатель и обо- 
значать его через х. Далее, если отвлечься от неинте- 
ресного случая а ( х ) = 0 , значение а (х) не влияет на 
сходимость прогрессии. Поэтому мы в дальнейшем 
будем полагать а(х)~ 1 и ограничиваться, таким обра- 
зом, функциональной прогрессией 



(1.9) 


Рассмотрим теперь «скорость» сходимости различ- 
ных прогрессий вида (1.9), т. е. вопрос о том, на- 
сколько быстро нарастающие суммы их первых членов 
стремятся к суммам прогрессий. 
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Сумма первых п членов функциональной прогрес- 
сии (1.9) равна 

1 х п 

Т=7- (1-Ю) 

Если |х|< 1, то прогрессия (1.9) при этом значении 
сходится, а ее сумма равна 

ьЬ- СП) 

Разность между полной суммой (1.11) и частичной 
суммой (1.10) составляет 

- х п 

—X- (Ы2) 

ростом п эта разность, очевидно, убывает. С дру- 
гой стороны, при каждом конкретном значении п при 
приближении * к единице числитель последней дроби 
возрастает, приближаясь также к единице, а знамена- 
тель убывает, приближаясь к нулю. Следовательно, вся 
дробь возрастает. Поэтому, чтобы при х, близком к 1, 
разность (1.12) была достаточно малой, необходимо взять 
большое число п членов прогрессии. По мере прибли- 
жения * к 1 это число п неограниченно возрастает. 

Однако если ограничиваться значениями х, для ко- 
торых 

|де|< а < 1, - (1.13) 

то, очевидно, можно найти такое п, которое обеспечит 
любую наперед заданную малость разности (1.12) при 
всех таких х. Это обстоятельство называется равномер- 
ной сходимостью прогрессии (1.9) для всех х, удовлет- 
воряющих неравенству (1.13). 

Подчеркнем, что в неравенстве (1.13) число а мо- 
жет быть взято сколь угодно близким к единице, но 
должно быть строго меньше, чем 1. 

§ 5. Почленное интегрирование прогрессий 

Считая, что переменная х принимает вещественные 
значения, напишем тождество 


1+х + ... + х' ! - 


1 


1 — X 1 — X 


(1.14) 
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и проинтегрируем правую и левую его части по х от О 
до некоторого і < 1: 

5 <!+*+•• •+*—>“'- ІЙг-ІпЬ*- 

О 0 0 

Выполняя очевидные интегрирования, мы получаем 

/+4-+.,.+4-, — мі-о- ^ лх, 

а применяя к последнему интегралу теорему о среднем, 
* + ТГ + --- + Ѵ = — 1п (! — *)“ ( Хп ) п § тіг х > 

где 0 ^х п ^( (ясно, что выносимое за знак интеграла 
значение переменной х должно, вообще говоря, зависеть 
от п\ поэтому оно и обозначено через х п ). 

Вычисление оставшегося интеграла дает нам 

^ + у + --- + *— = — 1п(1 — () + (х п ) п 1п (1 —{). (1.15) 

Полученное неравенство справедливо для любого п, 
причем для каждого п число х п не превосходит I, ко- 
торое меньше единицы. Следовательно, (х п ) п ^і п . По- 
этому, устремляя в равенстве (1.15) п к бесконечности, 
мы получим в пределе 

^+ 2 " + ...+ — + ... = — 1п ( 1 — і). 

Эта формула интересна и сама по себе, так как 
позволяет представить логарифмическую функцию в ви- 
де суммы натуральных степеней, взятых с надлежащими 
коэффициентами. Для нас сейчас, однако, эта формула 
представляет интерес главным образом по другой при- 
чине. Переписав ее в виде 
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мы можем сказать, что сумма интегралов всех членов 
бесконечной геометрической прогрессии (а точнее, пре- 
дел сумм интегралов первых ее членов) равна интегралу 
от ее суммы. Разумеется, для того чтобы вся эта фраза 
имела смысл, необходимо, чтобы прогрессия во всей 
области интегрирования была равномерно сходящейся. 

Подчеркнем, что это утверждение не является три- 
виальным следствием того, что «сумма интегралов от 
функций равна интегралу от их суммы», а было полу- 
чено в результате определенных выкладок и ссылок 
на конкретные факты математического анализа. 


§ 6. Почленное дифференцирование прогрессий 
Снова напишем тождество (1.14) 

и на этот раз продифференцируем обе его части: 

і + 2»+ . . . + ( Д -ч) - “""'(Гг,;* +** . 

Полагая в этом тождестве п -> оо, мы получаем 
Пт ( 1 + 2л; + . . . + (п — 1) х п ~ 2 ) = 

П — ►ОО 

(М6 > 

Слева под знаком предела стоит сумма, зависящая от п. 
При любом 0?==х<С 1 она с ростом п возрастает и при- 
том остается ограниченной сверху числом -г 1 Сле- 

( 1 — X) 2 

довательно, эта сумма имеет предел 

Пт (1 + 2х + ... + (п— 1)х п ~ 2 ) = 

= 1 + 2х + ... + (п-1)х п - 2 + ... 

Для вычисления первого из пределов в правой час- 
ти (1.16) рассмотрим предел 

Пт гх г ~\ 

г— +оо 


§ 6. ПОЧЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ПРОГРЕССИИ 19 


где г может принимать любые вещественные значения. 
Этот предел представляет собой неопределенность. 
Раскрывая ее по правилу Лопиталя (дифференцирова- 
нием по г), мы получаем 


Ііш гх 2 1 — Ііт 


2 

-г+і' 


Ііш 


1 


— х ~ г+1 1 п л: ' 


ІІШ 


1п х 


■■ О . 


Отсюда следует, что для любой неограниченно воз- 
растающей последовательности значений г последова- 
тельность значений функции гх?~ х стремится к нулю. 
В частности, это имеет место и в том случае, когда г 
принимает целочисленные значения п— 1, 2, ... Таким 
образом, 

Ііш Ш! я-1 = 0. 

п-* СО 


Наконец, второй предел в (1.16) Справа, очевидно, 
также равен нулю. 

Учитывая все сказанное, мы можем переписать 
равенство (1.16) как 

1 + 2х+...+(я— 1)х—«+ (ГіЫ 5 * (1Л?) 

или, иначе, 

, Ох , гі** , . Ах п ~ х _ а 1 

сіх ' сіх' <іх ' ' йх ‘ ' <1х 1 — х ' 


Таким образом, сумма производных от членов гео- 
метрической прогрессии равна производной от суммы 
прогрессии. 

Как и в предыдущем параграфе, установленный 
факт потребовал некоторых специальных рассуждений. 

Формулы (1.15) и (1.17) показывают, что сущест- 
вуют функции, вид которых существенно отличается 
от многочлена, но которые можно представить в виде 
«бесконечной суммы» степеней переменной, взятых с 
теми или иными коэффициентами. 

В главе 6 будет показано, что такому представле- 
нию поддаются весьма разнообразные функции. 
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§ 7. Прогрессии с комплексными членами 

Перепишем тождество (1.14) в третий раз в не- 
сколько видоизмененной форме: 

г - г 2 + г 3 - ... + (— 1) л+1 г п = г ~ г " +1 , (1.18) 

считая, что г есть комплексное число, по модулю рав- 
ное единице и отличное от — 1, т. е. 

г = со8ф + /5Іпф (— л<ф<я). (1.19) 

Из равенства (1.18) двух комплексных чисел сле- 
дует равенство их вещественных частей. Но согласно 
формуле Муавра при любом к— 1, 2, ... 

г к = соз кср + і зіп ку, 

и поэтому левая часть (1.18) есть 
(соз ф 4 - і зіп ф) — (соз 2ф + і зіп 2ф) + . . . 4- 

+ ( — 1) л+1 (СОЗ Лф 4- і 5ІП Я ф). 

Следовательно, ее вещественная часть равна 

соз ф — соз 2ф 4- . . . 4- (— 1) л+1 соз «ф. ( 1 . 20) 

Найдем теперь вещественную часть правой части 
(1.18). Подставим для этого в правую часть (1.18) 
вместо г его выражение (1.19): 

С05 ф + І ЗІП ф — (— 1)” (СОЗ <44-1) ф4^ 5ІП (п+ 1) ф) 

1 + С08 ф 4 * 5ІП ф 

Умножив числитель и знаменатель этой дроби на выра- 
жение, сопряженное знаменателю, мы получим 

(СОЗ ф + » ЗІП ф) (1 4 СОЗ ф — I 5ІП ф) 

(14соз ф+І зіп Ф) (1+созф — і зіп ф) — 

( 1) л ( С08 ( д 4~ 1) Ф~М зіп (п4~ О ф) (1 +СОЗ ф — і зіп ф) 

( 1 + соз ф 4 (' зіп Ф) (1+С03ф — (• зіп ф) • 

Вещественная часть числителя этой разности равна 
соз ф 4- соз 2 ф 4- зіп 2 ф — (— 1) л (соз (п 4- 1) ф 4- 

4- соз (п 4- 1) ф соз ф зіп (л 4- 1) ф зіп ф), 
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или (последние два слагаемых в скобках представляют 
собой косинус разности) 

1 4- С08 ф — (— 1)" (С08 (Я + 1) ф + СО$ Яф), 

т. е., преобразуя сумму косинусов, 

1 + С08 ф — (— 1)" 2 С08 2 " 2 і ~ 1 ф С08 . 

Знаменатель дроби стал вещественным; он равен теперь 
2 + 2со8ф. 

Следовательно, вещественная часть дроби равна 


2я+1 


т- 


_Ф 

2 


1 + СОЗ ф 




2п+1 

соз — 2 — Ф 

л Ф 
2 соз тг 


Приравнивая это (1.20), мы получаем 
С08 ф — С08 2ф + • • • + ( — 1) Л+1 С08 Яф = 

2л+1 

соз ^ ф 

= 2 ( — 1)" 

2 ' ф ' 

2 соз 

Проинтегрируем полученное тождество по ф от 
нуля до некоторого /, 0 ^ / <я: 

і і ‘ 

^ С08 ф СІ(р — ^ С08 2ф СІ(р + . . . + ( — 1)” +1 $ С08 Яф СІ(р = 


-Цлрм-іИ 


, 2я+1 

1 СОЗ ^ — ф 


о 2 соз 


-Жр, 


или, вычисляя интегралы (кроме последнего), 
8ІП I — ~ 5ІП 21 + . . . + - — ^ 8ІП ПІ — 


= ^-(- 1 )» 


і 2л+1 
% СОЗ ъ ф 


2 соз 


ф 


-йф. (1.21) 
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Возьмем оставшийся интеграл по частям, полагая 
1 


. Ф 


сіѵ = соз — ' срсіср. 


І 2/2 — 1 
Р СОЗ ф 


Это дает нам 

сіср — 
2л+1 


2 соз у 


1 


31П 


ф 


2я+ 1 


соз 


Ф 


1 


1 


і . 2я+1 
1 зіп — 1 


2я+ 1 2 


/ • 2//+1 , 
' ЗІП — ^ — І 


' 2я+ 1 


соз у 


Г — І5 


— ѵ 8іп і 

СОЗ 2 -2- 

2п +1 . Ф 

8іп < ф ЗІП + 


сіср — 


СОЗ 2 у 


аср . 


Но первое слагаемое в скобках ограничено ^ибо (<л 

и поэтому созу>»0^. Кроме того, учитывая, что соз 

убывает и принимает поэтому наименьшее свое значе- 
ние при ф — I, 

2я+ 1 


зіп - 


• ф зіп 


СОЗ 2 


ф 


-сіср 




I . 2/і — | — 1 . ф 

I 81 п — 2 — Ф 8Ш у 


СОЗ 2 у 




Я -Ч5 Л — Ч- 

СОЗ 2 у- о 


СОЗ 2 у 


Следовательно, и второе слагаемое в скобках ограни- 
чено. 

Таким образом, интеграл в формуле (1.21) с ростом 
п стремится к нулю: 


Пт ^ 

п—+оо 


і 2 п + 1 

соз ф 


2 соз 


- йср = 0. 


м]-Ѳ 
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Переходя в равенстве (1.21) к пределу при п-+ со и 
учитывая только что установленное, мы получаем 

8Іи/ — ~ $іп 2/ + 4 $іпЗ/ — . .. + — ^ + 

( 1 . 22 ) 

Итак, оказывается, что не только степенями можно 
описывать функции, совершенно непохожие на поли- 
номы, но и «бесконечной суммой» синусов кратных дуг 
(разумеется, если эти синусы берутся с нужными коэф- 
фициентами) можно совершенно точно описать линей- 
ную функцию, которая на первый взгляд не имеет с 
тригонометрическими функциями ничего общего. 

Формула (1.22) получена нами для любого і е [0, я). 
Из нечетности функций, стоящих в обеих ее частях, 
следует, что она верна и при /е( — я, 0], т. е. для 
любого — я, я). 

Заметим, что при і — ±п все проведенные рассуж- 
дения перестают быть справедливыми. Более того, сама 
окончательная формула (1.22) становится при этом 
неверной; действительно, при ^ = ±я все синусы в 
(1.22) обращаются в нуль, тогда как справа оказыва- 
ется отличное от нуля число ±у. 

Обратим, однако, внимание на то обстоятельство, 
что при і — ±п левая часть (1.22) равна полусумме 
значений, которые правая часть принимает при і — п 
и I — — я. 

Как мы увидим далее (в главе 9), все перечислен- 
ные в этом параграфе факты являются проявлениями 
весьма общей закономерности. 


* * 

* 

В сущности, в этой главе мы, работая с прогрес- 
сиями, познакомились в общих чертах со всеми основ- 
ными идеями курса теории рядов. Все дальнейшее 
будет лишь обобщением, уточнением и разработкой 
уже сказанного. 


ГЛАВА 2 


ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ. ОСНОВНЫЕ понятия. 

ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О СХОДИМОСТИ 

§ 1. Сложение и его свойства 

Как вещественные, так и комплексные числа можно, 
как известно, складывать в любом конечном числе. Это 
значит, что, каков бы ни был конечный набор чисел 

Чі> и 2 , . . . , и п , 

существует число 5„, являющееся суммой всех чисел из 
этого набора: 

5 п — Ч\ и 2 + . . . + и п . 

Действие сложения чисел коммутативно (перестано- 
вочно) в том смысле, что «от перестановки слагаемых 
сумма не изменяется»: 

и і ~Ь ч 2 = « 2 -Ь Чц 

Чі ч% йд ц 4 = ц 3 -)- и 4 -{- и 2 н 4 

и т. д. 

Кроме того, это действие удовлетворяет ассоциативно- 
му (сочетательному) закону, согласно которому для нахо- 
ждения суммы нескольких слагаемых эти слагаемые мож- 
но объединить в группы, найти суммы слагаемых, состав- 
ляющих каждую из этих групп, и все полученные суммы 
сложить. Например, 

(((«і + «а) + ч 3 ) + и 4 ) + « 3 = ц 1 + ((и 2 + ы 8 ) + (м 4 +- и 5 )). 

Отметим, наконец, еще дистрибутивный (распредели- 
тельный) закон сложения по отношению к умножению: 

с(«і + и 2 + • • • + ч п ) — сих + си 2 + . . . + си п . 


\ 


§ 2. ЧИСЛОВОЙ РЯД И ЕГО сходимость 
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§ 2. Определение числового ряда и его сходимости 
Пусть теперь 

^і» • • ч ... (2.1) 

— бесконечная последовательность чисел, которые могут 
быть как вещественными, так и комплексными. 
Определение. Выражение 

и 1 -\-и 2 -\-...-\-и п -\-... (2.2) 

называется рядом (в данном случае — числовым рядом), 
а элементы последовательности и 1г и 2 , ... , и п , ... — чле- 
нами ряда. 

Иногда для обозначения ряда (2.2) применяют сле- 
дующую запись: 


СО 



п = I 


(читается: сумма и п по л от 1 до оо). 

Поскольку выражение (2.2) для ряда рассматривается 
как единое целое, для его задания необходимо задать 
каждый его член и п . Обычно член ряда описывается как 
некоторая функция от своего номера. Аналитическое вы- 
ражение этой функции часто называют «общим» членом 
ряда. Например, «общим» членом геометрической про- 
грессии а, ар, ар 2 , . . . является ар п ~ х . 

Само по себе выражение (2.2) никакого определенного 
смысла не имеет, потому что действие сложения в своем 
непосредственном содержании имеет дело каждый раз 
лишь с конечным числом слагаемых. Этот смысл выра- 
жению (2.2) предстоит приписать нам самим. Очевидно, 
это следует сделать так, чтобы «бесконечная сумма» (2.2), 
с одной стороны, была бы «похожа» на обычные суммы, 
а с другой, — описывала бы на языке математического 
анализа те или иные реальные факты и помогала бы ре- 
шать задачи. Из последней фразы видно, что в определе- 
нии смысла выражения (2.2) содержится некоторый про- 
извол: мы можем по-разному понимать сумму (2.2). Фор- 
мулировки различных таких пониманий и сопоставления 
их друг с другом представляют большой интерес, как те- 
оретический, так и практический. Мы, однако, в настоя- 


26 


ГЛ. 2. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 


щем курсе ограничимся рассмотрением только одной та- 
кой формулировки, пожалуй, наиболее естественной. 
Определение. Сумма п первых членов ряда (2.2) 

8 п — Щ + «2 + • • • + и п 

называется п-й частичной суммой этого ряда. 

Очевидно, первая, вторая, третья и т. д. частичные 
суммы ряда 

5і = иі, 

•5 2 = Ы 1 -)-Ы 2 , 

5 3 = ы 1 + ц 2 + И 3 , 


составляют бесконечную последовательность. 

Определение. Ряд (2.2) называется сходящимся, 
если последовательность 5 1( 5 2 , ..., 5„, ... его частичных 
сумм имеет конечный предел: 

Нт 5„ = 5. 

п-+ СО 

Значение 5 этого предела называется суммой ряда (2.2). 

Определение. Ряд (2.2) называется расходящимся, 
если последовательность его частичных сумм предела 
не имеет (в частности, если члены последовательности 
частичных сумм неограниченно возрастают по модулю). 

Содержание теории числовых рядов состоит в уста- 
новлении сходимости или расходимости тех или иных ря- 
дов и в вычислении сумм сходящихся рядов. 

В принципе можно доказывать сходимость или расхо- 
димость каждого ряда, а также вычислять сумму сходя- 
щегося ряда, опираясь непосредственно на определения 
сходимости и суммы. Именно, в каждом случае можно 
попытаться составить аналитическое выражение для п-й 
частичной суммы ряда и найти предел этого выражения 
при возрастании п. 

Примеры 

1. Для ряда 

Т+Т+У+ -” + І+ ••• 

п - я частичная сумма 

1 . 1 , ,1 , 1 


§ 2. ЧИСЛОВОЙ РЯД И ЕГО сходимость 
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и 


8= Ііт 5„= Ііт 

п — со п-юэ 



так что этот ряд сходится, и сумма его равна 1. 
2. Для ряда 

1+2 + 3+... + П + ... 

п - я частичная сумма 

8„=1+2 + ... + п = ^±І). 

Последовательность частичных сумм 


$1 — 1, 5 2 — 3, 83 = 6, 


„ __п(п+ 1) 

•ч о 


очевидно, неограниченно возрастает, так что этот ряд расходится 
и о его сумме говорить нельзя. 

3. Для ряда 

1 — 1 + 1 — 1 + ... 

всякая частичная сумма 5/ г с четным номером п равна нулю, 
а всякая сумма с нечетным номером — единице. 
Последовательность частичных сумм этого ряда 

$І” 1» $2 = 0, $3 = 1» $4 = 0 

хотя и ограничена, но не имеет предела. Следовательно, этот ряд 
так же расходится и не имеет суммы. Его можно назвать колеблю- 
щимся. Подчеркнем, что 0 и 1 в последовательности частичных 
сумм встречаются бесконечное число раз; однако ни одно из этих 
чисел не является пределом этой последовательности и не может 
считаться суммой ряда. 


Сделаем, однако, два замечания: 

Во-первых, только что описанный «естественный» путь 
часто оказывается весьма неудобным из-за трудности яв- 
ного вычисления частичных сумм ряда и нахождения пре- 
дела их последовательности. 

Во-вторых, нередко при исследовании рядов значения 
частичных сумм не представляют интереса и после реше- 
ния задачи превращаются в «отходы производства». Более 
того, иногда не нужна даже сумма ряда, а все исследо- 
вания ведутся лишь ради установления самого факта 
сходимости или расходимости ряда. 

Ввиду сказанного представляют интерес методы ана- 
лиза рядов, приводящие к их суммам непосредственно, 
минуя вычисление частичных сумм. Точно так же оказы- 
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ваются полезными приемы, позволяющие констатировать 
сходимость ряда без нахождения его суммы. 

Например, если все члены ряда 

«1 + «2 + ••• + «„ + ••• 

положительны, то последовательность его частичных 
сумм 

* 1 > ® 2 > • • •> $п> • • • 

является возрастающей. Поэтому для существования 
у этой последовательности предела, и тем самым для 
сходимости ряда, необходимо и достаточно, чтобы все 
частичные суммы были ограничены в совокупности, т. е. 
чтобы нашлось такое число М, что з п < М при любом п. 

Приемам и методам такого рода посвящена значитель- 
ная часть данного курса. 

§ 3. Остаток ряда 

Пусть дан ряд 

ц і + И2 + .-- + и п + -.- (2.3) 

Определен и е. Ряд 

М п+ 1 + “п+2 + • • • 

называется п-м остатком ряда (2.3). 

Очевидно, т- я частичная сумма /г-го остатка ряда 
равна разности з п+т — 5„ частичных сумм самого ряда. 
Кроме того, мы имеем 

5 п+т — 5» ($п+ т $л) > 

откуда, переходя к пределу по т при /л-> оо, 

ІІШ 5 л+т = 5 л + ІІГП (5 л+т -5 л ). (2.4) 

т~* со т-+со 

Предел слева есть сумма 5 исходного ряда, а предел спра- 
ва — сумма г п его л-го остатка. Ясно, что из существова- 
ния предела в левой части равенства следует существова- 
ние другого предела в правой его части и наоборот. По- 
этому если сходится один из остатков ряда, то сходится 
и сам ряд. Точно так же из сходимости ряда следует 
сходимость каждого его остатка. 


§ 4. ПРИНЦИП СХОДИМОСТИ КОШИ 
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Из формулы (2.4) видно, что частичная сумма схо- 
дящегося ряда отличается от его суммы на величину 
суммы остатка. Поэтому чем меньше сумма остатка 
ряда, тем точнее описывает соответствующая частич- 
ная сумма ряда сумму всего ряда. 

Теорема. Если ряд (2.3) сходится, то сумма г п 
его п-го остатка с ростом п стремится к нулю. 
Доказательство. Мы видели, что 

5 = 5„ + Г„. 

Так как это равенство справедливо для любого п, мы 
можем перейти в нем по л к пределу: 

5=1ІШ(5„ + Г л ) = 1Іт5„ + 1ІШГ я . 

п-+ СО П—+СО п—*со 

Но для сходящегося ряда 

1 іт 5„ = 5, 

П-+ 00 


откуда следует, что 

Ііш г„ = 0. 


§ 4. Принцип сходимости Коши 

Напомним одну важную, но довольно деликатную 
теорему из теории пределов, называемую принципом 
сходимости Коши. 

Теорема. Если 

$ і » $2, ■ ■ • » • • • (2. Б) 

— некоторая числовая последовательность, то для того, 
чтобы она сходилась к некоторому конечному пределу в, 
необходимо и достаточно, чтобы по любому е>0 на- 
шлось такое п, что для любого т>- О 

|$я+т | <С 8. (2.6) 

Доказательство. Необходимость доказы- 
вается совсем просто. В самом деле, пусть последова- 
тельность (2.5) имеет конечный предел $. Это, в част- 
ности, означает, что для любого е>0 найдется такое п, 
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ЧТО 

|я»-«|<у, (2.7) 

и при любом большем номере, чем п, т. е. при любом 
номере вида п-\-т, это неравенство также будет иметь 
место: 

I *л+т (2.8) 

Складывая (2.7) и (2.8), мы получаем 

е 7> | 8/і+т 5 I “Ы 5 л 5 I ~ I $п+т 5 — $„ + 5 | = | 5„+ т — 5„ |, 

т. е. требуемое неравенство (2.6). 

Достаточность оказывается фактом, существенно 
более сложным (доказательство проводится здесь для слу- 
чая вещественной последовательности; доказательство 
в комплексном случае отличается лишь малосуществен- 
ными деталями). 

Пусть по любому е^>0 найдется такое п, что для 
всех т выполняется неравенство (2.6). Это значит, что 
все члены последовательности (2.5), за исключением, 
быть может, тех, которые предшествуют попадут 
в сегмент 

[5 п -е, 5 я + е]. ‘ (2.9) 

Значит, последовательность (2.5) оказывается ограни- 
ченной. Поэтому в ней найдется подпоследовательность, 
сходящаяся к некоторому пределу 5 . 

В целях полноты изложения приведем доказательство этого 
факта. 

Обозначим сегмент (2.9) через \А 0 , В 0 \. Он содержит беско- 
нечно много членов последовательности (2.5). Разобьем этот сег- 
мент на две половины: 

[Ао, ^-(Л 0 + В 0 )] и [у(Л 0 + В 0 ), 5 0 ], 

выберем ту из них, в которой окажется бесконечно много членов 
последовательности (2.5), обозначим ее через [Аі, В±] и снова раз- 
делим пополам. .Будем продолжать такой процесс деления отрезка 
пополам и выбора половины, содержащей бесконечное число членов 
последовательности (2.5), неопределенно долго. 


§ 4. принцип сходимости копіи 
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В результате мы получим бесконечную последовательность вло- 
женных друг в друга сегментов 

Ио. До], Их, ДЖ [А» (*) 

Каждый из этих сегментов содержит бесконечно много членов по- 
следовательности (2.5). Поэтому из каждого сегмента ,[А к , Въ ] 
можно выбрать член последовательности з П/г так, чтобы все выби- 
раемые члены были различными. 

Очевидно, 

Л = А і = ••• <-В 0 . 

Значит, последовательность чисел 

А 0 , Аі, Л 2 ... 

монотонно неубывающая и ограничена сверху. Поэтому она имеет 
предел ^ Нт Л к По аналогичным причинам существует предел 

Ііт В к . Далее, очевидно, 

А-» оо 

Ііт б* -Нт А к = Ііт {В к -А к ) = Ііт — (б 0 -Л 0 )=0, 

к-* со к-*со к-* со к-* со 2^ _1 * 

Т. е. 

Ііт Л й = Ііт В к . 

к-*со 4-»оо 

Обозначим этот общий предел через 5 . 

Наконец, по выбору а„ А для любого к = О, 1, 2,... 

А кШ=*п к ^=:В к . 

При неограниченном возрастании к крайние члены этого неравен- 
ства стремятся к общему пределу а. Следовательно, Ііт а л также 

*-» оо * 

существует и равен а 

Допустим теперь, что в последовательности (2.5) 
найдутся две подпоследовательности, 

* * • 9 

* * * » 

сходящиеся к различным пределам $' и 5 ". 

Возьмем 

е<1|У- 5 "| 

и найдем на основании условия теоремы такое п, что 
при всех т 


I $п+т $п | < -С Б. 


(2.10) 
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Кроме того, найдем на основании определения пре- 
дела такие п' к ' и п к ", что при любом п к > п к ' 

I з' — 5п- I < е, 

к | 

а при любом п\>п" к " 

1 8 ” ~ 8п Ъ I < е> 

Эти неравенства справедливы при всех достаточно боль- 
ших номерах п' к и п" к . Поэтому среди этих номеров най- 
дутся и такие, которые более, чем п. Возьмем п к —п-\- 
+ ггі и п' к = п-\-т". Мы имеем 

| 5 5п -(- т' ] 8, 

I 5 5 Л 4. т" | < С В. 

Кроме того, полагая в (2.10) т=ггі и т = т’, мы по- 
лучаем 

| &п-\-т' 5 Л ! 

I 5л -)- т" 5 л | < 6. 

Объединение последних четырех неравенств дает нам 

| 5' — 5 | ^ | 5 Г — 5л + т' | + I 5 л+ т' — 5„ | + | 5„ — 8 п + т" | + 

-Ь|5л + ш' — 8* | < 4е, 


что противоречит предположенному. 

§ 5. Критерий Коши сходимости рядов 

Применим доказанную теорему к теории рядов, счи- 
тая последовательность (2.5) последовательностью час- 
тичных сумм ряда. 

Теорема. Для того чтобы ряд 

и і + и 2 + . . . + «„ + . . . 

сходился, необходимо и достаточно, чтобы последова- 
тельность его частичных сумм 

$ 1 » ^ 2 » " • » 8п) • • • 


§ 6. НЕОБХОДИМЫЙ ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ РЯДА 
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обладала следующим свойством: каково бы ни было е>0, 
существует такое п, что при любом тЩ^О 

| я» $„| < С 8. 

Доказательство сводится к уяснению того, что 
сходимость ряда есть по определению сходимость по- 
следовательности его частичных сумм, и к применению 
к последовательности частичных сумм только что дока- 
занного принципа сходимости Коши. 

Эту теорему можно переформулировать следующим, 
быть может, несколько более наглядным образом: для 
сходимости ряда необходимо и достаточно, чтобы по 
любому е>0 нашлось такое п, что сумма любого числа 
членов ряда, начиная с я-го, была меньше е. Таким 
образом, сходимость ряда означает, что сколь угодно 
«длинные» суммы его последовательных членов должны 
быть малыми, если только они состоят из «достаточно 
далеких» членов ряда. 


§ 6. Необходимый признак сходимости ряда 

Близким к критерию Коши, хотя и несравненно 
более простым, является следующий необходимый при- 
знак сходимости ряда 
Для того чтобы ряд 


Чі + ^2 + • • • + и п "К • • • 
сходился, необходимо, чтобы 

Ііш и п — 0. 


( 2 . 11 ) 

( 2 . 12 ) 


что 


Действительно, из сходимости ряда (2.11) следует, 

ІІП1 5„ = ІІШ 5„_1 = 8. 


Но вместе с тем 

Ііт з„ = Ііт (5 п _і -\-и п )= Ііт Ііт и п , 

п со п-+ со п —* СО п-*- 00 


т. е. 

5 = 3+ Ііт и п , 

п -*■ со 

откуда и следует (2.12). 

2 Н. Н. Воробьев 
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Пример. Ряд 


,,3,5, , 2*-Ч-1 

1 + Т + Т +- + — уГ~ 


расходится, потому что для него 

2 Л_1 -1-1 /1 і \ і 

Ііт ы„ = Ііш — о>г— = 1іт Т + оя = -п >0 - 

П-+ОЭ п -*-СО * п-*- 00 \ ^ ^ / * 


Выведенный признак сходимости является необхо- 
димым, но не достаточным: в дальнейшем мы познако- 
мимся с многочисленными рядами, для которых 1іши„ = 0, 

п -*■ СО 

но которые тем не менее расходятся. 


§ 7. Желательность систематической теории 

В принципе мы могли бы при изучении сходимости 
числовых рядов ограничиться сказанным и исследовать 
каждый ряд с точки зрения критерия Коши. Однако 
тогда, приступая к изучению какого-нибудь нового 
ряда, мы вынуждены были бы каждый раз начинать 
«с пустого места». Наши возможности ограничивались 
бы при этом использованием индивидуальных особен- 
ностей каждого из изучаемых' рядов, и вместо теории мы 
имели бы просто коллекцию разрозненных задач. Не- 
сколько шагов по этому пути было сделано в главе 1, 
посвященной прогрессиям. Но то, что оказалось при- 
годно для иллюстративных целей, совершенно нетерпимо 
при систематическом построении математической теории. 

Поэтому мы сейчас займемся не столько установле- 
нием сходимостей или расходимостей отдельных рядов, 
сколько выяснением связей между поведением одних 
рядов и поведением других; мы будем учиться исполь- 
зовать сведения, полученные в результате анализа 
одного ряда, для упрощения исследования других 
рядов. 

Выполняя эту программу, начнем с доказательства 
нескольких простых теорем, которые, по существу, яв- 
ляются непосредственным перенесением простейших те- 
орем о пределах на последовательности частичных сумм 

рядов. 


§ 8 СВОЙСТВА СХОДЯЩИХСЯ РЯДОВ 


35 


§ 8. Свойства сходящихся рядов, подобные 
свойствам сумм 

Теорема 1 (ассоциативный закон для сходящихся 
рядов). Если в сходящемся ряде 

и і + м 2 + ••■ + «„ + .. . (2.13) 

произвольно объединить соседние члены в группы, не 
нарушая порядка членов'. 

(«!-)-•• ■- \-и „ ,) 4- (Ц/ 1,+1 + . . .-\-и Пі ) + 

+ ( и п 3 + 1 + • • • + Нп 3 ) + • • • 

(разумеется, каждый член при этом должен входить 
только в одну группу ) и найти суммы ѵ 1г ѵ 2 , ѵ 3 , ... 
членов, входящих в каждую из групп, то составленный 
из этих сумм ряд 

У і + У 2 + Уз + --- (2-14) 

будет сходиться и иметь ту же сумму, что и перво- 
начальный ряд (2.13). 

Доказательство. Составим последовательность 
частичных сумм ряда (2.13)- 

8і = Иі, 

з 2 — щ-\-и 2 , г 

5 3 = Пі + П 2 “Ь и з> 


Среди них, в частности, окажутся и все суммы вида 

8я, = Ыі + • • ■ + и Пі — ѵ 1 > 

5л, = 4-1 + • • • 4" и п, + Ч Пі + 1 + • . . + и п 1 — Ѵ 1 + Ѵ 2 , 

5л, = Мі + ... + И Л і + Ы Лі 4-і + •■• + ««, + ы л,+ 1 + ••• + «л, = 

= у 1 + у 2 + у 3. 


т. е. все частичные суммы ряда (2.14). Таким образом, 
последовательность частичных сумм ряда (2.14) ока- 
зывается подпоследовательностью последовательности 
2 * 
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частичных сумм ряда (2.13). Но раз последовательность 

$1, $2» $3> ' ' ' (2. 15) 

по условию сходится и имеет предел 5, ее подпоследо- 
вательность 

5л а > 5 /і 3> ••• (2. 16) 


также должна сходиться и иметь тот же предел. Это 
и означает, что «сконцентрированный» ряд (2.14) схо- 
дится и имеет ту же сумму, что и «редкий» ряд (2.13). 

Следствие. Если в результате описанного в усло- 
вии предыдущей теоремы объединения мы получим ряд 
(2.14), который расходится, то и первоначально взятый 
ряд (2.13) также расходится. 

В самом деле, если бы ряд (2.13) сходился, то схо- 
дился бы и ряд (2.14), а мы предположили обратное. 


Пример. Выясним сходимость и найдем сумму ряда 
К 2 + ІГЗ + 3^4 +- “ + л(п+ 1 ) 


(2.17) 


Замечая, что при любом я=1, 2, ... 

1 = _1_ 1_ 

п (л+ 1 ) п я+ 1 ’ 


рассмотрим ряд 


1 


1 2 2 3 + 3 4 "Ь ••• 


Очевидно, для этого ряда 

*Х=1, 


1 1 1 

2 2 * 

, 1,1 , 

% — ®2 + ы з — ~2 + ~2 ~ 

і , 1 2 

— 8 3 + и і = 1 д- = -д- , 


(2.18) 


§ 8. СВОЙСТВА СХОДЯЩИХСЯ РЯДОВ 


37 




Вообще для п четного: и = 26 




1 

к + 1 ’ 


а для п нечетного: « = 26+1 

*2/М-І = 1- 


Совершенно ясно, что 

Ііт 5„= 1, 
п —*■ СО 

так что ряд (2. 18) сходится. Но тогда по доказанной теореме схо 
дится и ряд (2 17), получаемый попарным объединением членов 
ряда (2.18), и сумма этого ряда также равна 1. 

Замечание. Подчеркнем, что из сходимости «скон- 
центрированного» ряда (2.14) сходимость «редкого» ряда 
(2.13) может и не следовать, как и вообще на основа- 
нии сходимости одной какой-либо подпоследователь- 
ности еще нельзя утверждать о сходимости всей после- 
довательности. 


Пример. Если в ряде 


,, я(я+1)-1 

2 +1 6 + -+ 1 п(п+ 1) +- 

объединить попарно соседние члены: 


то мы получим ряд 
1 


1 . 2 2 • 3 


1 


«(«+!) 


(2.19) 


сходимость которого была установлена в предыдущем примере. 

Однако исходный ряд не сходится, потому что для него, как 
легко проверить, 


1 


1 


2Л-1 1 . 2 2 . з 

1 -2 ^ 2-3 


— + 


1 


®2Я — Т ~9 + К о* + • • • + 


(« — 1) П 
1 


1 


(«— 1)« «(«+!)’ 
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так что 

Ііт «•>„_ і = 2, 

п — ► СО 

Пт $ гп =1. 

П —*■ СО 

К такому же выводу приводит рассмотрение уже встречав- 
шегося нам ряда 

1-1+1-І + ... 

Вместе с тем, если все члены исходного ряда по- 
ложительны, то обращение теоремы остается в силе: 
из сходимости ряда (2.14) следует сходимость ряда 
(2.13). Действительно, для ряда с положительными чле- 
нами последовательность (2.15) является монотонной 
и неубывающей. Поэтому она должна сходиться, если 
сходится какая-либо ее подпоследовательность, напри- 
мер (2.16). 

Теорема 2 (дистрибутивный закон для рядов; тео- 
рема об умножении ряда на число). Пусть 

Мі + + - . . (2.20) 

— некоторый ряд, ас — произвольное число, отличное 
от нуля. Тогда ряд 

Ші -Т си 2 4" • • • "Т си п -)-••• (2.21) 

сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд 
(2.20). Если ряд (2.20) сходится, и сумма его равна з, 
то сумма ряда (2.21) равна сз. 

Доказательство. Если последовательность час- 
тичных сумм ряда (2.20) есть 

®1> 5 2і • • • . 8 п> • • • . 


то последовательностью частичных сумм ряда (2.21), 
очевидно, будет 


С5і, С$2> • • • , С8 п , . . 

Так как 

с1ітс„= 1ітс5„, 
п-+ со п-*- со 


(2.22) 


из существования предела слева (которое означает схо- 
димость ряда (2.20) при сф 0) следует существование 
предела справа (т. е. сходимость ряда (2.21)) и ра- 
венство (2.22). Наоборот, из существования предела 
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справа следуют существование предела слева и опять- 
таки равенство (2.22). 

Замечание 1. Если в формулировке теоремы до- 
пустить случай с— О, то ряд (2.21) будет в этом слу- 
чае сходиться всегда, и никакой информации из этого 
факта нам извлечь не удастся. 

Замечание 2. Мы доказали теоремы о рядах, 
аналогичные свойствам ассоциативности и дистрибутив- 
ности конечных сумм. Теорема о возможности перестав- 
лять в ряде члены, аналогичная коммутативности сло- 
жения, носит более узкий характер и справедлива уже 
не для всех рядов. 


(2.23) 


Пример. Рассмотрим ряд 


1 — 


2 + 


+ 


+ Т + Т- 


8 ■“ 8 3“ Ій "Ь 


16 


- + !б~ 


8 членов 


16 членов 


В этом ряде видны чередующиеся группы равных друг другу 
положительных и отрицательных членов. Сумма членов в каждой 
группе по модулю равна единице. 

Если суммировать члены ряда (2.23) в том порядке, в каком 
они написаны, то при завершении каждой группы положитель- 
ных членов частичная сумма будет равна единице, а при завер- 
шении каждой группы отрицательных членов — нулю. Следова- 
тельно, этот ряд расходится, хотя все его частичные суммы огра- 
ничены (они лежат между нулем и единицей). 

Переставим теперь члены ряда (2.23) следующим образом: 




8 8 + 4 ( 

^ 4 8 8 


т + т 


+І-І-І , 

Мб 32 32 ' ' ’ ' 


+ 

(2.24) 


(т. е. после каждого положительного члена будем писать по два 
отрицательных из следующей группы). Частичные суммы получа- 
ющегося при этом ряда выглядят достаточно просто: 

®зл = О, 

_ 1 

®8я-Н 2* 1 

1 

®зл+г — 2^+і » 
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где к — некоторое целое число, зависящее от п и неограниченно 
возрастающее вместе с ростом п. Поэтому 

Іігп 5„ = 0, 

П-* 00 


тэк что ряд (2.24) сходится. 

Наконец, переставив члены исходного ряда иначе' 


, 1 , 1 , 1 . 1 , 1 1 , 1 . , 1 
1_ Т + Т + Т + Т + Т~Т + І6 +, - + І6' 


— + — +... 
8 ' 64 ^ 


16 членов 

(2.25) 


(т. е. после к- й по порядку группы положительных членов ста- 
вится к - й по порядку отрицательный член; так как и групп поло- 
жительных членов и отрицательных членов бесконечно много, 
можно считать, что их «одинаково много» и на каждый отрица- 
тельный член найдется целая группа положительных членов). 

Объединим теперь группы положительных членов вместе со 
следующим за ним отрицательным членом в один член нового 
ряда. Каждый член нового ряда будет не меньшим, чем 1/2; 
поэтому его п - я частичная сумма $ п будет не меньше, чем п/2. 
Следовательно, 

Ііт «„> Ііш і = +оо, 

п -*■ СО П-+ 00 4 

т. е. этот ряд расходится. Значит, на основании следствия тео- 
ремы 1 (об ассоциативном законе) ряд (2.25) также расходится. 


Вместе с тем в рядах с положительными членами 
произвольная перестановка членов не нарушает сходи- 
мости рядов и не изменяет суммы сходящихся рядов. 

Теорема 3 (Дирихле). Пусть дан ряд 

+ + + + (2.26) 

с неотрицательными членами, а ряд 

Ц і + Уг + • • • + ѴпЛ-' • • (2.27) 

получается из ряда (2.26) произвольной перестановкой 
его членов. 

Тогда если ряд (2.26) сходится, то ряд (2.27) также 
сходится и имеет ту же сумму, что и ряд (2.26) 

Доказательство. Рассмотрим частичную сумму 
ряда (2.27) 

*п — ѵ 1 + ^2 + • • • + ѵ п ■ 
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Каждое из слагаемых этой суммы входит в ряд (2.26). 
Возьмем в ряде (2.26) столь большое число т первых 
членов, чтобы среди них оказались все слагаемые і п , 
и составим т - ю частичную сумму ряда (2.26): 


З т = и І + ы 2 + • • • + и т- 


Так как все 
слагаемые з т 
быть 


слагаемые і„ входят в з т , а остальные 
(если такие есть) неотрицательны, должно 

Іп 


Но частичные суммы ряда (2.26), ввиду неотрицатель- 
ности членов ряда, не превосходят его суммы з: 

5/п = 

Следовательно, 

Іп = 5 * 

Так как это неравенство справедливо для любого п, 
все частичные суммы ряда (2.27) ограничены. Поэтому 
ряд (2.27) сходится и 

* = 1іт іп^*>- 

п со 

Так как теперь в наших рассуждениях ряды (2.26) 
и (2.27) стали равноправными, должно быть и 

З^і, 


откуда следует, что з = і. . „ 

Теорема 4 (теооема о сложении рядов). Пусть 

и,\ -}- и% “Ь . • ■ -К . . • 


и 

«1+ Ц 2 + ---+ У Я + *^ 


— два сходящихся ряда соответственно с суммами зиг. 
Тогда ряд 

(«і + у і) + («і + у а) +• • • + (“« + °п) + ■ • • ( 2 - 2 ) 


также сходится и сумма его равна з-^-і. 

Доказательство. Для частичных сумм г п ряда 
(2.28) мы имеем 


п — ( и і + у і) + • 


. • + ( и п + Ѵ п) — 

= («! + . 




2 , 


42 


ГЛ. 2. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 


Справа в скобках стоят частичные суммы $ я и і п 
рассматриваемых рядов. Устремляя п к бесконечности 
мы получаем 

Ііш г„ = Ііш (5„ + 4)= Пт 5 „+ Пт і„ = 8 + і, 

л-оо П - СО Л-00 

а это и требовалось. 

Доказанная теорема означает, что сходящиеся ряды 
можно почленно складывать и при этом складываются 
их суммы. 

Теорема 5. Если 

и і + и 2 + •■• + «„ + ... (2.29) 

и 

»1+»2 + .. ; +0 П +... (2.30) 

— два сходящихся ряда соответственно с суммами в 
и I, а а и Ь — произвольные числа, то ряд 

(ащ + Ьѵг) + ( аи 2 + Ьѵ 2 ) + . . . + ( аи п + Ьѵ п ) + . . . (2.3 1) 

также сходится и сумма его равна аз + Ы. 

Доказательство. Если а = 0, то ряд (2.31) 
превращается в (2.30); если 6 = 0, то ряд (2.31) пре- 
вращается в (2.29), и теорема доказана. Предположим 
теперь, что а^О и 6^0. Тогда по теореме 2 сходятся 
ряды 

аи 1 + + • • • + (Ш п + • • • 

И 

Ьѵ 1 + Ьѵ і + ... + Ьѵ п + ..., 
а по теореме 4 — ряд (2.31). 

Следствие (теорема о вычитании рядов). Если 
сходятся ряды 

и і + м 2 + . . . + и п + . . . 

« 

^1+»2 + ...+ П„+... 

и имеют суммы в и I, то сходится ряд 

(и і -ѵ 1 ) + (и 2 -ѵ 2 ) + ... + (ип-ѵ п )+... 
и сумма его равна з — і. 

В самом деле, полагая в предыдущей теореме а — 1 
з 6 = — 1, мы получаем требуемое. 
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§ 9. Дальнейшие свойства рядов 

Пусть нам дана некоторая сумма чисел, насчиты- 
вающая конечное число слагаемых: 

Мі + Ы 2 + - • - + (2.32) 

Приписав к этой сумме бесконечный «хвост» из нулей, 
мы получим ряд 

+ + (2.33) 

Очевидно, для этого ряда 

5* = + . . . + и./,, 

5 *+і — 5 а + 0 — 5 к > 

$6 + 2 — 5 а + і~Ь 0 ==5 й + 1 ==5 А, 

Значит, 

Пш з п = з к . 

п —*■ СО 

Поэтому ряд (2.33) сходится и сумма его равна з к , т. е. 
сумме (2.32). 

На основании сказанного мы можем сделать важное 
замечание. Всякая сумма является частным случаем 
сходящегося ряда. Поэтому все утверждения, справед- 
ливые для сходящихся рядов, остаются в силе и для 
конечных сумм. 

Несколько более общий факт мы оформим в виде 
теоремы. 

Теорема 1. Присоединим к числу членов некото- 
рого ряда в качестве новых членов произвольное ( может 
быть, бесконечное) количество нулей, разместив их между 
старыми членами ряда произвольным образом. В этом 
случае новый ряд будет сходиться тогда и только тогда, 
когда сходится старый ряд, и сумма нового ряда будет 
равна сумме старого. 

Доказательство. Пусть 

и і ~Ь и 2 • • • “Ъ и п И - • • • 

— новый ряд. Для него, как и для всякого ряда, 

$я + 1 = 5 я + и л + 1- 
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Если и п+1 = 0, то 5„ +1 =5„. Поэтому последовательность 
частичных сумм нового ряда будет отличаться от после- 
довательности частичных сумм старого ряда лишь пов- 
торениями некоторых сумм по нескольку раз. Очевидно, 
повторения членов последовательности не сказываются 
ни на ее сходимости, ни на ее пределе, что и доказы- 
вает теорему. 

Теорема 2. Если в ряд вписать на любых местах 
конечное число новых членов, то сходимость ряда не 
изменится, т. е. сходящийся ряд останется сходящимся, 
а расходящийся — расходящимся. Если первоначальный 
ряд был сходящимся, то сумма нового ряда получается 
из суммы старого увеличением ее на сумму вписанных 
членов. 

Доказательство. Пусть 

и і + «2 + • • • + и п + . . . 

— наш исходный ряд. В те места, в которые по усло- 
вию теоремы надлежит вписать новые члены, впишем 
пока нули. По предыдущей теореме от такой операции 
не изменяется ни сходимость ряда, ни его сумма. Пусть 

^1 + ^2 + ... + ^ + ... (2.34) 

— получившийся при этом ряд. 

Составим теперь еще один ряд 

и'і + а '2 + ... + ау я + ..., (2.35) 

в котором на тех номерах, на которых в (2.34) стоят 
«старые» члены, находятся нули, а на тех местах, где 
в (2.34) стоят вписанные нули, расположены в надле- 
жащем порядке «новые» члены. Сумма ряда (2.35), оче- 
видно, равна сумме «новых» членов. 

На основании теоремы о сложении рядов (теорема 
4 § 8) ряд 

(ѵі + щ) + (»2 + о>а) + . . . + (ѵ п + од + . . . (2.36) 

сходится вместе с рядом (2.34), и сумма его получается 
сложением суммы ряда (2.34) и ряда (2.35). 
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Нам остается заметить, что (2.36) и есть тот самый 
ряд, который получается путем вписывания в исходный 
ряд новых членов 1 ). 

Следствие. Если из ряда выбросить конечное чи- 
сло его членов, то его сходимость не нарушится; если 
исходный ряд сходящийся, то сумма полученного ряда 
будет меньше суммы первоначального ряда на сумму вы- 
брошенных членов. 

Замечание. О сходимости ряда судят по его чле- 
нам. Однако, как было только что выяснено, сходимость 
ряда не зависит от любого конечного числа членов 
ряда. Поэтому для установления сходимости (или рас- 
ходимости) ряда не обязательно учитывать все его члены. 
Достаточно ограничиться членами, «начиная с некото- 
рого места» или «начиная с некоторого номера л». Этим 
обстоятельством мы будем часто пользоваться в даль- 
нейшем. 


!) Более непосредственное (хотя едва ли более простое) дока- 
зательство этого же утверждения основано на том соображении, 
что в ряде (2.34), начиная с некоторого места, будут встречаться 
только «старые» члены. Воспроизведение этого доказательства 
во всех деталях будет для читателя полезным упражнением. 


С 


ГЛАВА 3 


РЯДЫ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 

§ 1. Признаки сходимости рядов 

Существует довольно много приемов, позволяющих 
устанавливать сходимость или расходимость рядов. Все 
эти приемы называются признаками сходимости. В на- 
стоящее время известно большое число различных при- 
знаков сходимости рядов. С некоторыми из них мы 
уже успели познакомиться. Так, например, сходимость 
ряда можно установить, составив последовательность его 
частичных сумм и выяснив, имеет ли эта последователь- 
ность конечный предел. Этот прием, очевидно, является 
необходимым и достаточным признаком сходимости 
рядов. Другим' необходимым и достаточным признаком 
сходимости является критерий Коши (см. § 5 главы 2). 
Стремление к нулю члена ряда по мере роста его номера 
также является признаком сходимости ряда, уже только 
необходимым, но не достаточным (см. § 6 главы 2). 

К числу признаков сходимости можно отнести также 
всякого рода теоремы, позволяющие сводить выяснение 
вопроса о сходимости некоторого данного ряда к ана- 
логичному вопросу о другом ряде, который устроен 
более просто или хотя бы более знакомый. 

Эти теоремы обычно состоят в сравнении членов 
исследуемого ряда с членами другого ряда, поведение 
которого уже выяснено. Поэтому они называются при- 
знаками сравнения. По существу, все рассматриваемые 
в этой главе признаки сходимости являются такими при- 
знаками сравнения. В некоторых из них производится 
сравнение исследуемого ряда с некоторыми стандартными 
рядами (например, с геометрическими прогрессиями). 
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В этих случаях «сравнительная» природа признака 
внешне затушевывается, но, разумеется, не пропадает. 

Подчеркнем, что в данной главе будут рассматри- 
ваться только ряды с положительными членами. Это 
обстоятельство каждый раз специально оговариваться 
не будет. 

§ 2, Признаки сравнения 

Поскольку в ряде с положительными членами вели- 
чина одних членов не может быть скомпенсирована 
другими, противоположного знака, сходимость таких 
рядов особенно заметно зависит от величины их членов. 
Теорема 1 (первый признак сравнения). Пусть 

Иі + М 2 + - • - + Н Л + • ■ • (3-1) 

у 1 + Л 2 + . • - + У П + ‘ • • (3*2) 

— два ряда, причем члены первого, начиная с некоторого 
места, не превосходят соответствующих членов второго : 

и п ^ѵ п , п = к, к + 1, ... (3.3) 

Тогда из сходимости ряда (3.2) следует сходимость 
ряда (3.1), а из расходимости ряда (3.1) следует рас- 
ходимость ряда (3.2). 

Доказательство. Так как отбрасывание конеч- 
ного числа членов ряда не влияет на сходимость ряда, 
достаточно доказать теорему для случая, когда к — 1. 
Пусть 

«і, 5 г , 8 п , .. . и Іі, І 2 іп 

— последовательности частичных сумм рядов (3.1) и 
(3.2). Из (3.3) следует, что 

при любом п= 1, 2, ... (3.4) 

Пусть ряд (3.2) сходится и і — его сумма. Из положитель- 
ности членов ряда (3.2) следует, что при любом п. 

Это значит, что частичные суммы ряда (3.1) в совокуп- 
ности ограничены, и поэтому сам ряд (3.1) сходится. 
Обозначим его сумму через 5. Переходя в неравенстве 
(3.4) по п к пределу при п-+о о, мы получаем 
Игл 5„^ Пт і п 

п~*-оо п-юэ 
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(ввиду сходимости обоих рядов оба написанных пре- 
дела существуют), т. е. 

Пусть теперь ряд (3.1) расходится. Это значит, что 
его частичные суммы неограниченно возрастают. Но 
тогда, в силу (3.4), должны неограниченно возрастать 
и частичные суммы ряда (3.2), который тем самым рас- 
ходится. ѵ 

Примеры. 

1. Рассмотрим ряд 


Р + 2Г+ ...+5Р+ ... -(3.5) 

(мы будем в дальнейшем называть его рядом «обратных квадра- 
г ° в *)‘ 0тб Р° сив первый член этого ряда (что, как известно, не 
сказывается на его сходимости), сравним его с рядом 


1 . 2 2 • 3 ' 


1 


п (п+ 1) 


сходимость которого нами уже была установлена. Мы видим что 
(я+ I) 2 л(я+1) ' 

Следовательно, и ряд (3.5) сходится. Как будет видно далее 
(см. § 11 главы 9), сумма этого ряда равна — . 

. 2. Рассмотрим ряд 

Т + Т+Т+ •■•+-ІГ+ •••. 

который обычно называется гармоническим. 

Заменим -в гармоническом ряде третий и четвертый члены 

Т+Т+Т+Т+Т+Т+І+Т+ 


+ 16 + • • • + 16 + 32 + • • ’ + ^ + 


(3.6) 


8 членов 


16 членов 


Члены этого ряда не превосходят соответствующих членов гаомо- 
нического ряда. Поэтому для доказательства расходимости гармо- 
" ого Р яда Достаточно установить расходимость ряда (3 6) 
Чтобы сделать это, Объединим группы одинаковых членов ряда 
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(3.6) в один член нового ряда. Так как каждая к- я группа нас- 
читывает 2 к ~ 2 членов, а каждый член ее равен , сумма членов 
в каждой группе равна 1 / 2 . Новый ряд получается таким: 

Т+У+Т+Т+ ••• 

и, очевидно, расходится. Таким образом, по следствию теоремы 
1 § 8 главы 2 расходится и ряд (3.6), а потому и гармониче- 
ский ряд. 

3. Рассмотрим ряд 

8іп^- + 8іп^-+ ...+8ІП^ + ... (3.7) 

Так как 


члены ряда (3.6) меньше соответствующих членов ряда обратных 
квадратов. Следовательно, этот ряд сходится. 

4. Пусть нам дан ряд 

+ + (3-8) 


Поскольку 


члены ряда (3.8) больше соответствующих членов гармонического 
ряда. Поэтому ряд (3.8) расходится. 

Теорема 2 (второй признак сравнения). Пусть 


+ Ы 2 4 " • • 

• + и п + • • • 

(3.9) 

°1 + Ѵ 2 + • • 

: + »» + ... 

(3.10) 


— два ряда, причем можно указать такие постоянные 
к > 0 и К, что, начиная с некоторого п, 

к^^К. (3.11) 

Тогда ряды (3.9) и (3.10) одновременно сходятся 
или одновременно расходятся. 
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Доказательство. Из (3.11) следует, что 

кѵ п ^и п ^Кѵ п . (3.12) 

Если ряд (3.9) сходится, то из левого неравенства 
в (3.12) согласно первому признаку сравнения вытекает 
сходимость ряда 

кѵ і + кѵ 2 + . • • + кѵ п + . . , 

Отсюда на основании дистрибутивного закона для 
рядов (см. теорему 2 § 8 главы 2) следует сходимость 
ряда (3.10). Поэтому если ряд (3.10) расходится, то и 
ряд (3.9) также должен расходиться. 

Если сходится ряд (3.10), то по дистрибутивному 
закону для рядов должен сходиться ряд 

Кѵ 1 + Кѵ 2 + ...+ Кѵ п + ..., 

и, следовательно, по первому признаку сравнения, на 
основании правого неравенства в (3.12) — ряд (3.9). 
Значит, из сходимости ряда (3.9) следует сходимость 
ряда (3.10). 

Примеры. 

1. Рассмотрим ряд 

+ + ••• + ^„/2 + ••• < ЗЛЗ ) 

и сравним его с рядом обратных квадратов (3.5). 

Отношение 

1 

п 2 - п/ 2 _ п 2 _ 1 

_1_ ~ п 2 — п/ 2~~ ' Г 

П 2 ~2 п 

ограничено сверху числом 2. Поэтому из сходимости ряда обрат- 
ных квадратов следует сходимость ряда (3.13). 

2. Рассмотрим ряд 

5ІПу + 8ІПу+ ... + 1+ ... (3.14) 

Составим отношения соответственных членов этого ряда и 
ряда (3.8): 
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Ввиду того, что при любом целом п 1 

1 1 

-яг < соз— < 1, 
2 п 


ряд (3. 14) ведет себя так же, как и ряд (3.8), т. е. должен расхо- 
диться. 

3. Аналогично анализируется ряд 


+ • • • + ^ + 


(ЗЛ5) 


Составив отношения членов этого ряда и ряда (3.7), мы полу- 

VI 

. 1 




— = СОЗ — , 

1 л 2 ’ 


и так как 


1 1 

Т <сов з<і, 


ряд (3. 15) сходится подобно ряду (3.7). 

Следствие. Если для рядов (3.9) и (3.10) отно- 
шение ~ стремится к некоторому положительному и 
конечному пределу 

Пт — = г > 0, (3.16) 

П-+ СО Ѵ п 

то ряды. (3.9) и (3.10) сходятся или расходятся одно- 
временно. 

Доказательство. Соотношение (3.16) означает, 
что, начиная с некоторого места, все отношения вида 

— будут достаточно близки к г и, в частности, будут 

Ѵ П 

находиться между числами у г и 2г. Интересующее нас 

утверждение получается непосредственной ссылкой на 
доказанную теорему. 

Пример. Рассмотрим ряд 

(е 1 -1) + ( е 2- 1 )+...+ ( е «- !)+... 


(3.17) 
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Возьмем в качестве вспомогательного гармонический ряд, со- 
ставим соотношение 

е п -1 
_1_ 
л 

и вычислим его предел, пользуясь правилом Лопиталя (дифферен- 
цированием по л; см. § 6 главы 1): 


в п — 1 *т2 — 

1іт — ! = Пт — = Пт е п = 1. 

П—+СО П. —* СО | Ц — ► оо 

п п 2 

Поэтому ряд (3.17) должен расходиться. 

Следующий пример показывает, что признак сравне- 
ния, даваемый теоремой, существенно сильнее, чем приз- 
нак в предельной форме, даваемый вытекающим из тео- 
ремы следствием. 

Пример. Рассмотрим ряд 

2 ' 1 +2 1 2 + 2 .4 + 2Т4 +2 4 + -+2 + + - ( 3 ' 18 > 

Отношение его члена и п к соответствующему члену гармони- 
ческого ряда ѵ п будет 

Г 2 • 1 9 

— . ~ = 2 для нечетного л, 

и п —\ пп 
ѵ п 11 1 

1 2~п : 7Г ” Т для четногр п ‘ 


Следовательно, отношение ни к какому пределу не стре- 
мится. Однако при всех значениях л оно заключено между числами 
у и 2. Поэтому ряд (3.18) ведет себя так же, как гармонический 
ряд, т. е. расходится. 

Из приведенных выше примеров сходящихся и расхо- 
дящихся рядов можно усмотреть, что сходятся те ряды, 
у которых члены обнаруживают тенденцию к достаточно 
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быстрому убыванию. (Последний оборот речи, осторож- 
ный и даже несколько громоздкий, употреблен наме- 
ренно: члены сходящегося ряда вовсе не обязаны убы- 
вать монотонно, как это, скажем, видно из последнего 
примера.) Поэтому сравнение скоростей убывания чле- 
нов различных рядов может быть положено в основу 
особого признака сравнения. 

Теорема 3 (третий признак сравнения). Если для 
двух рядов с положительными членами 

и і + ц 2 + • • • + и п -\- ■ . • (3.19) 

и 

у і + у 2+ • • • + + . . . , (3.20) 


начиная с некоторого п, 


и п + і ѵ п+ і 

“я = ѵ п ’ 


(3.21) 


то из сходимости ряда (3.20) следует сходимость ряда 
(3.19), а из расходимости ряда (3.19 )— расходимость 
ряда (3.20). 

Доказательство. Из (3.21) следует, что 


и п + і и п 

Ѵп+1 = ѵ п ’ 


(3.22) 


начиная с некоторого п = п 0 . Это значит, что отношения 
начиная с этого п 0 , составляют убывающую после- 
довательность. Поэтому, полагая 


"«о 


=к. 


мы из (3.22) получаем, что при п^п 0 



и требуемое следует из второго признака сравнения. 
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§ 3. Интегральный признак сходимости 
Маклорена — Коши *) 

Пусть дан ряд 

и і + и 2 + • • • ~Ь и п + 


Очевидно, каждый его член можно рассматривать как 
значение функции / от номера члена: 

«і==/(1). «2 = /(2) и п =[(п), ... 


Эта функция определена пока только для целых поло- 
жительных значений аргумента. Ясно, что, как-то опре- 
делив значения функции для всех нецелых значений 
аргумента, больших единицы, мы сможем говорить о функ- 
ции [ (х), принимающей значения для любого 1. 
Например, в случае гармонического ряда 


1 


+ У+ + Т7 + 


такой функцией будет 

ж=4, 

а в случае геометрической прогрессии а, ад, ... , ад"- 1 — 
показательная функция ад*- 1 . 

Теорема (интегральный признак сходимости Мак- 
лорена — Коши). Пусть дан ряд 

и і и 2 + • • • + + . . . , (3.23) 

члены которого положительны и не возрастают: 

«і > и 2 ^ и п ^ . . . 

Пусть, далее / — функция, которая определена для всех 
вещественных х > 1 , непрерывна, не возрастает и 

/(1) = «і, / (2) = и 2 /(«) = «„,... (3.24) 


*) Обычно этот признак называется интегральным признаком 
сходимости Коши. В данном курсе мы будем называть его инте- 
гральным признаком сходимости Маклорена — Коши, во-первых, 
по соображениям исторической справедливости, а во-вторых, чтобы 
не путать его с другим признаком сходимости Коши, о котором 
пойдет речь в § 6 этой главы. 


§ 3. ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ 
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Тогда для сходимости ряда (3.23) необходимо и доста- 
точно, чтобы сходился (существовал) несобственный ин- 
теграл 

\ / (х) сіх. 

і 

Доказательство. Рассмотрим ряд, членами кото- 
рого являются интегралы: 

2 3 я + 1 

\Пх)йх + \Пх)сІх-\- ... + 5 1(х)йх+ ... (3.25) 

1 2 п 

Частичными суммами этого ряда, очевидно, также будут 
интегралы: 

2 п -\- 1 п -\- 1 

(х) СІХ+ ... + 5 1(х)дх= 5 / (х) сіх. 

1 я 1 

Сходимость ряда (3.25) означает существование предела 
последовательности частичных сумм, т. е. сходимость 
(существование) несобственного интеграла 


5 / (х) Ах. 


(3.26) 


Вспомним теперь, что функция [ (х) монотонна и не 
возрастает. Отсюда и из (3.24) следует, что для любого 
х между п и п + 1 

и п ^[ (х)>и п+1 . (3.27) 

Интегрируя каждую из трех частей этого неравенства 
по х от п до п-\-\, мы приходим к неравенству инте- 
гралов 

я + 1 я + 1 я+1 

$ и п Ах ^ І(х)Ах> ^ и п+ ідх, 


или 


Л+ 1 

5 І(х)Ах>и п+1 . 

п 


и п ^ 


(3.28) 
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Пусть ряд (3.23) сходится. Обратим внимание на ле- 
вую сторону неравенства (3.28). По признаку сравнения 
(см. § 3) должен сходиться и составленный из интегра- 
лов ряд (3.25), а следовательно, и несобственный инте- 
грал (3.26). 

Пусть теперь ряд (3.23) расходится. Тогда, как было 
доказано (см. § 9 главы 2), расходится и ряд 


и 2 и з Т* • • • + + 1 + . . . , 


получаемый из нашего ряда отбрасыванием его первого 
члена. Взглянем теперь на правую сторону неравенства 
(3.28) и применим снова признак сравнения, но уже 
в той его части, которая касается расходимости. Мы 
получим, что должен расходиться ряд интегралов (3.25), 
т. е. несобственный интеграл (3.26). 

Теорема доказана. 

§ 4, Применения интегрального признака сходимости 

Достоинство интегрального признака сходимости Мак- 
лорена — Коши состоит в исключительно высокой его 
чувствительности. Этот признак четко проводит разли- 
чие между сходящимся и расходящимся рядами, даже 
если члены одного из них лишь незначительно отли- 
чаются от членов другого. 

Пример. В качестве первого примера применения интеграль- 
ного признака сходимости рассмотрим уже исследованные нами 
ряды 



и 



( 3 . 29 ) 


Для первого из этих рядов, т. е. для гармонического ряда 4 


[ (х) = — ; в этом случае 


п 


п 


п 



= 1п х —\пп. 


X 


1 
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§ 4 ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО ПРИЗНАКА 


Так как 1п п с ростом п неограниченно возрастает, несобственный 
интеграл 


00 п 



і 1 


расходится. Тем самым должен расходиться и гармонический ряд. 
В случае ряда (3.29), очевидно, полагаем /(*)= — Здесь 


00 00 



Интересующий нас несобственный интеграл сходится, так что схо- 
дится и ряд (3.29). 

Чем больше показатель 5, тем меньше члены ряда 

ТГ + Ѵ+-+У+- <330 > 

Поэтому при $ < 1 члены ряда (3.30) больше соответствующих 
членов гармонического ряда. Значит, по теореме § 3 при а < 1 
ряд (3.30) расходится. С другой стороны, при а > 2 члены ряда 
(3.30) меньше соответствующих членов сходящегося ряда «обрат- 
ных квадратов» (3.29). Следовательно, при з2г2 ряд (3.30) должен 
сходиться. Очевидно, «граничное» значение а, отделяющее сходя- 
щиеся ряды вида (3.30) от расходящихся, расположено где-то между 
числами 1 и 2. 

В действительности эта граница проходит через число 1: для 
любого а > 1 ряд (3.30) сходится. В самом деле, пусть 8=1 + ос 

(а>0). Рассмотрим функцию и соответствующий несоб- 

ственный интеграл 


5 

Т 


йх 


і _і_ 

сс х а 


оо 


1 


\_ 
а ’ 


Из сходимости интеграла вытекает сходимость ряда. 

Чувствительность интегрального признака сходимости не исчер- 
пывается умением различать сходящиеся и расходящиеся ряды 
вида (3.30). Этот признак способен улавливать и менее заметные 
отличия в скорости убывания членов рядов. 

Заметим, что при любом а > 0, начиная с некоторого п, 


_ 1 _ 1 

п ліп п 


1 

„і + а • 


> 


(3.31) 
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В самом деле, применяя правило Лопиталя (дифференциро- 
вание по я), мы получаем 


1п я 


Ііт 

Я-» оо Я® 


-■ Пт " 

л — * оо а я“ _1 


= Пт _І_ 
л->со ап а 


= 0 . 


Значит, начиная с некоторого я должно быть 

1п я < я“, 

откуда следует правое неравенство в (3.31). Левое же неравенство 
в (3.31) очевидно. 


Здесь ряд 


расходится, а ряд 
1 


1 


т + у + 


+ 7Г + - 


Ц+а "Г 21 + а -Ь 

сходится. Что же касается ряда 
1 1 


2 1п 2 ^ 3 1п 3 


+ - + 


л‘ + “ + ••• 
1 


(п+1) 1п (я + 1 ) 


+ ..., (3.32) 


то его члены, согласно неравенству (3.31), занимают промежуточ- 
ное положение, и простыми сравнениями решить вопрос о его 
сходимости нельзя. Однако интегральный признак сходимости может 

выручить нас и в этом случае. Возьмем функцию — ^ — и вы- 


числим 


л я 

Г Ох _ Г 

3 хіпх ~ ) 


(1 1п х 
1п х 


— 1п 1п X 


X 1п X 


— 1п Іпя— Іпіп 2. 


Так как 


Пт 1п1пя = со, 

л-»оо 


несобственный интеграл 


Лх 


х 1п х 


расходится; значит, расходится и ряд (3.32). 
Рассмотрим теперь ряд 


2(іп2) 1+ “' г 3(1п3)і 


на “Ь 


' (л+1) (1п(л+ !))!+«+ •” (3 ‘ 33 ) 


§ 4 ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО ПРИЗНАКА 
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при а > 0. Возьмем для него функцию 

х(1пх)і+“ 


и вычислим интеграл 

оэ со 

Г <іх ^ (ііп* 

3 х (1п х) 1+а ~ ) (1п*) 1+ “ 
2 2 


1 1 

“ (ІП х) а 


1 

а (1п 2)“ - 


Из сходимости этого несобственного интеграла следует сходимость 
ряда (3.33). 

С другой стороны, для ряда 


3 !п 3 1п 1п 3 + 4 1п 4 1п 1п 4 


(п+ 2) 1п (п+2) 1п 1п (п + 2) 


рассмотрение функции 


Пх) = 


1 

X ІП X ІП ІП X 


и интеграла от нее 


С <іх д. \п х Г О. 1п 1п х 

3 х 1п х 1п 1п х — } 1п х 1п 1п х ~ 3 1п 1п х ~ 

з зз 

= 1п 1п 1п п— 1п 1п 1п 3 


приводит к неограниченно возрастающей функции от п, так что 
несобственный интеграл 


оо 

с ах 

3 X ІП X ІП ІП X 
3 

расходится, вследствие чего расходится и ряд (3.34). 

Идя по этому пути, можно строить примеры все более мед- 
ленно сходящихся рядов, равно как примеры все более лениво 
расходящихся рядов. Интегральный признак Маклорена — Коши 
будет неизменно распознавать их сходимость или расходимость. 
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ГЛ. 3. РЯДЫ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 


§ 5. Признак сходимости Даламбера 

На основе третьего признака сравнения легко фор- 
мулировать и доказывать весьма удобные признаки схо- 
димости. Рассмотрим один их них. 

Теорема (признак сходимости Даламбера). Если 
для ряда 

и і + <*2 + • • • + и п ф- ... (3.35) 

с положительными членами, начиная с некоторого номера 

п 0 отношение (п-\-\)-го члена к предыдущему, — п - + - 1 - > 

не будет превосходить некоторого числа ц<і\, т. е. 
если 

• 3 

-^^<1, (3.36) 

то ряд (3.35) сходится. 

Наоборот, если для ряда (3.35), начиная с некоторого 
номера п 0 , отношение (п-\-\)-го члена к предыдущему, 

будет не меньше единицы, т. е. если 

и П 

(3.37) 

то ряд (3.35) расходится. 

Доказательство. Пусть выполняется условие 
(3.36). Возьмем в третьем признаке сравнения в качестве 
вспомогательного ряда 

ѵ і + + ... + ѵ п + ... 

сходящуюся геометрическую прогрессию 

Я + Я 2 + ...+< 7 »+... 

В этом случае неравенство (3.36) может быть записано 
как 

«л+1 ^ <7" +1 _ Ѵ п +1 
и п Я п ѵ п - 


§ 5. ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ ДАЛАМБЕРА 
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Это значит, что согласно третьему признаку сравнения ' 
ряд (3.35) сходится. 

Пусть теперь выполняется условие (3.37). Возьмем 
в третьем признаке сравнения в качестве ряда 

и 1 + и 2 + • • • + “л + 

расходящийся ряд 

1 + 1 + .. . + 1 + ..., 

а в качестве ряда 

Ѵ 1 + Ѵ 2 + • • ■ + Ѵ„ + ... 

— исследуемый ряд (3.35). В этом случае неравенство 
(3.37) переписывается как 

и п + 1 ѵ п + 1 

“п “ ѵ п ’ 

и ряд (3.35) расходится согласно третьему признаку 
сравнения. 

Следствие. Если для ряда (3.35) отношение 
стремится к некоторому пределу , меньшему единицы: 

Нт^±А = г<1, (3.38) 

л-юо и п 

то этот ряд сходится. 

Если это отношение стремится к пределу, большему 
, единицы : 

Ііт Ей±Е = г> 1, 

л-оо “л 

то ряд расходится 

Доказательство. Предельное соотношение (3.38) 
означает, что, начиная с некоторого места, все отноше- 
ния вида будут достаточно близкими к значению 

и п 

предела г и, в частности, не будут превосходить неко- 
торого числа </, лежащего между г и единицей. После 
сказанного нам остается сослаться на только что дока- 
занную теорему. 

Случай 1 рассматривается аналогично. 
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ГЛ. 3. РЯДЫ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 


Примеры. 

1. Для ряда 

34 — 43 ~ 35 _ 5 з г --- Д-3Я+3 — (я_|_з)з 

мы имеем 

и ж +і 3"+»-(п + 3)з 

и п З л+ «-(л + 4)з- 

Поэтому 

1 -- 

Ііт ц д+і = Ііт 3 п — п 3 — ц т З п 

п -"°° и п я -со 3/1+1 _( л + 1)з п —*■ со о (/г+1)з • 

3 3 й 


Но, применяя правило Лопиталя (с троекратным дифференциро- 
ванием каждый раз), 


Нт «!_ Пт ^±И! = о. 

П-+ооЗ п п-*-со З п 


Следовательно, 

< 

Пт “" + 1 = — < 1 
«-Н» в/1 3 ’ 


так что ряд (3.39) сходится. 

2. Следующий пример показывает, что, как и в случае вто- 
рого признака сравнения, описывающая признак сходимости 
Даламбера теорема существенно сильнее вытекающего из нее след- 
ствия, т. е. что существование стоящего в отношении (3.38) пре- 
дела для сходимости ряда не обязательно. 

Рассмотрим ряд 


1 


1 


+ ; 


1 


2-3 23-3 23 • З 2 


+ ...+ 


1 


1 


2* • 3* 2* + 1 - 3* 


Для этого ряда 


и п + 1 

и п 


+ 


1 

2*+і • 3* + і 


+ ... 


(3.40) 


1 

у , если п четное, 

1 

■у, если п нечетное. 


Следовательно, отношение + * ■ ни к какому пределу не стре- 

и п 

мится. Так как вместе с тем оно для всех номеров не превосхо- 
дит половины, в силу теоремы ряд (3.40) сходится. 


§ 6. ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ КОШИ 
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§ 6. Признак сходимости Коши 

Сравнение рядов с прогрессиями приводит еще 
и к другому признаку сходимости, принадлежащему 
Коши. 

Теорема (признак сходимости Коши). Если для 
ряда 

и і + и 2 + - ■ • + “« + ••• (3-41) 

с положительными членами, начиная с некоторого но- 
мера п 0 , корень У и п не будет превосходить некоторого 
числа <7 < 1 , т. е. если 

Ѵи п ^( 7<1 (п>п 0 ), ' (3.42) 

то ряд (3.41) сходится. 

Если с другой стороны, для ряда (3.41), начиная 

с некоторого номера п 0 , корень У и п будет не меньше 
единицы : 

Ѵи п ^1 (п^п 0 ), 
то ряд (3.41) расходится. 

Доказательство. Ограничимся рассмотрением 
ряда 

и Ло + и По +і + • • • (3.43) 

Из (3.42) мы в первой части теоремы имеем 
Т\ и По + і^< 7 п ° + 1 , ..., 

т. е. члены ряда (3.41) меньше соответствующих чле- 
нов геометрической прогрессии 

< 7 П °, 9 п » + ! , ..., 

которая ввиду того, что д<1, сходится. Нам остается, 
как и при доказательстве признака сходимости Далам- 
бера, сослаться на возможность отбрасывания конечного 
числа членов ряда и на признак сравнения. 
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ГЛ. 3. РЯДЫ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 


Случай расходимости разбирается аналогично. 
Подобно признаку сходимости Даламбера признак 
сходимости Коши имеет следствие в предельной форме: 
если для ряда (3.41) 

Ііш Ѵй п = д , 


то при < 7<1 этот ряд сходится, а при д>1 — расхо- 
дится. 


Пример. Рассмотрим ряд 


1 + 

Для этого ряда 


4 V* 


5 V 


+ [у] +-+(ІиУ 


+... 


ІІШ і/ (Д±І\”= Ііш 1 

п -*■ со \ \2/г 1 / л-^оо 2 аі 


+ 2 


2л+1 


< 1, 


и поэтому он сходится. 


§ 7. Чувствительность признаков сходимости 
Даламбера и Коши 

Мы видели примеры весьма медленно сходящихся 
и весьма медленно расходящихся рядов. В их число 
прогрессии не входят: если в прогрессии знаменатель 
меньше единицы, то прогрессия относительно быстро 
сходится. С другой стороны, если знаменатель прогрес- 
сии не меньше единицы, то прогрессия расходится весьма 
быстро: частичные ее суммы, начиная с некоторого 
места, растут во всяком случае не медленнее, чем линей- 
ная функция. 

В связи со сказанным едва ли можно надеяться, что 
основанные, по существу, только на свойствах прогрес- 
сий признаки сходимости Даламбера и Коши окажутся 
особенно чувствительными. 

Действительно, рассмотрим снова гармонический ряд 

1 


1 


1 
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и ряд «обратных квадратов» 

рГ + т|я+..-+^+... 

Расходимость первого и сходимость второго из этих рядов уже 
устанавливались нами дважды и в том числе при помощи интег- 
рального признака Маклорена — Коши. Посмотрим, как работают 
применительно к этим рядам признаки Даламбера и Коши. 
Признак Даламбера в каждом из этих случаев дает нам 


и 


Ііт Нт — — = 1 

«->■00 и п п -* СО л 1 


Пт Н«+і= 

п -*■ оо и п 


Ііт 

п-+ СО 


(я+1) 2-1 ' 


т. е. не приводит к определенному ответу. 

Признак Коши для гармонического ряда дает 

Нт \п\ г й п — Пт — Щ— = — Пт 1112 = 0, 

п -*■ со п-*-со П П п-+ со Ті 

откуда 

Пт у^и п = 1. 

п ->оэ 

Вместе с тем и для ряда «обратных квадратов» 

Ііт 1п = Пт -і. і П -і,= — Ііт 2ІД2_о, 

П~*СО П-+СО П П а п-+ со П 


так что и в этом случае 

Пт \/'и п = 1. 

п —*■ СО 


Таким образом, даже столь резко отличающееся друг от 
друга поведение этих двух рядов неразличимо для признаков 
Даламбера и Коши. 

При этом все-таки признак Коши несколько чув- 
ствительнее, чем признак Даламбера. Это можно усмот- 
реть из следующего примера. 

Пример. Рассмотрим ряд 

1 + І4.Л + 1+ +! + _!_+ 

2 “ 32 ~ 2 3 ~ З 4 ‘ ‘ 2 п ‘ зп+і~”' 

3 Н. Н. Воробьев 
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В этом ряде 


( 1 _ 
I З л 



Здесь, очевидно, 


при четном я, 
при нечетном я. 


I т 

11 IV 


при четном я, 
при нечетном я. 


Таким образом, отношение - все время «перескакивает» через 

и п 

единицу, и признак Даламбера здесь неприменим. 

Вместе с тем признак Коши дает нам 

при четном я, 

при нечетном я 
и тем самым указывает на сходимость ряда. 



§ 8. Сравнительная оценка различных признаков 
сходимости 

Качество признака сходимости определяется его 
широтой (применимостью), практичностью и чувствитель- 
ностью. 

Широта признака сходимости характеризуется клас- 
сом тех рядов, к которым этот признак применим. 
Например, критерий сходимости Коши применим ко 
всем вообще численным рядам; большинство приведен- 
ных в этой главе признаков сходимости применимо 
к рядам с положительными членами; интегральный 
признак Маклорена — Коши применим к рядам, в кото- 
рых положительные члены монотонно убывают с увели- 
чением их номера. Всякая попытка анализа сходимости 
ряда при помощи того или иного признака должна 
начинаться с проверки того, входит ли исследуемый 
ряд в сферу применимости используемого признака. 
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После того как мы убедились, что выбранный признак 
сходимости применим к интересующему нас ряду, сле- 
дует подумать о том, как выглядит это применение на 
практике. Соображения удобства, простоты, а иногда 
и самой фактической возможности применения призна- 
ков сходимости обычно играют важную роль. 

Рассмотрим, например, ряд 


— + — + + — + • 


Для установления его сходимости при помощи интег- 
рального признака следует доказать сходимость несоб- 
ственного интеграла 

00 

^ е~ х ‘ Ах. 

і 

Можно, конечно, заметить, что 


$ е~ хг сіх < $ е~ х1 Ах, 

і о 

а последний интеграл есть так называемый интеграл 
Пуассона, который равен ~ (вычисление этого ин- 
теграла приведено в. § 5 главы 11). Однако, для того 
чтобы это сделать, нужно либо помнить значение интег- 
рала Пуассона, либо уметь его вычислять. Что же 
говорить, например, о ряде 

! л ! __ц _і ! __р 

е 1"+/1 ^Ч-У 2 е п°+Ѵп "" 


для которого интегральный признак Маклорена — Коши 

00 

требует работы с интегралом § е~ х3 ~^ х Ах? 

і 

Вместе с тем очевидно, что при п > 1 


4с- 1 


е 


е п3 У 


3 * 
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так что по первому признаку сравнения оба рассмат- 
риваемых ряда сходятся (ибо сходится геометрическая 
прогрессия со знаменателем 1/е). 

Таким образом, путь непосредственного вычисления 
интеграла при применении интегрального признака схо- 
димости не всегда приемлем. Правда, иногда можно 
прийти к цели путем каких-нибудь косвенных оценок 
величины этого интеграла, но это обычно представляет 
собой самостоятельную задачу, часто даже более труд- 
ную, чем анализ самого ряда. 

Следовательно, при изучении рядов ограничиться 
одним только интегральным признаком сходимости 
нельзя, и необходимо овладеть еще другими признаками 
сходимости, быть может, не столь чувствительными, 
как интегральный признак, но зато более удобными 
в обращении. 

Наконец, для того чтобы применение признака схо- 
димости было не только возможным, но и действительно 
приводило к цели, признак должен быть достаточно 
чувствительным. Примеры, приведенные в §§ 5 — 7, 
и показывают, что признаки Даламбера и Коши при 
всей их широте и практичности недостаточно чувстви- 
тельны. Идеально чувствительнымишризнаками являются 
«необходимые и достаточные» признаки, как, например, 
критерий Коши и интегральный признак. Однако все 
такие признаки, если только они достахочно широки, 
неизбежно оказываются непрактичными. 


ГЛАВА 4 


ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЕ РЯДЫ 

§ 1. Абсолютная сходимость и условная сходимость 

Знакопеременным рядом называется ряд, членами 
которого являются вещественные числа произвольного 
знака 1 ). Пусть 

и і+ и 2 + ••■ + “« + ••• (4-1) 

— некоторый знакопеременный ряд. Некоторую инфор- 
мацию об этом ряде можно получить, рассматривая 
ряд 

I и і I + 1 м 2 1 + • • • + і и л |~К • • > (4-2) 

членами которого являются абсолютные величины (мо- 
дули) членов знакопеременного ряда (4.1). Этот состав- 
ленный из модулей ряд является, очевидно, рядом 
с положительными членами и потому его можно изу- 
чать на основании приемов, изложенных выше. Между 
сходимостью ряда (4.1) и сходимостью ряда (4.2) суще- 
ствует известная связь. 

Определение. Знакопеременный ряд (а также 
ряд с комплексными членами) называется абсолютно 
сходящимся, если сходится ряд, составленный из моду- 
лей его членов. 

Абсолютно сходящиеся ряды во многих отношениях 
напоминают ряды с положительными членами. 


і) Иногда знакопеременными рядами называются такие ряды, 
в которых любые два соседних члена имеют различные знаки. 
Далее мы будем употреблять термин «знакопеременный ряд» в ука- 
занном выше более общем смысле и называть ряды, в которых 
члены попеременно положительны и отрицательны, знакочередую- 
щимися рядами (см. § 6). 
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Определение. Знакопеременный ряд (ряд с комп- 
лексными членами) называется условно сходящимся , 
если он сходится, но не сходится абсолютно 1 ). 

Для условно сходящихся рядов некоторые привыч- 
ные законы арифметики не имеют места. 

§ 2. Абсолютная сходимость и расходимость 

Теорема 1. Всякий абсолютно сходящийся ряд 
сходится. 

Доказательство. Пусть 

ы і + «2 + ••• + “« + •.. (4.3) 

некоторый знакопеременный ряд, который абсолютно 
сходится. Это означает, что сходится ряд 

I и і I + 1 «2І + . . . + 1 и п | + .. . (4.4) 

Тогда по теореме об умножении ряда на число (см. § 8 
гл. 2) сходится и ряд 

2 1 Уі | + 2 1 к 2 1 + • • . + 2 1 и п | -)- . . . 

Но очевидно, что при любом п 

0 и п + 1 и п | ^ 2 1 и п |. 

Следовательно, по признаку сравнения рядов (см. § 2 
главы 3) сходится и ряд 

(“ і + І “і і) + ( ы 2 + |ы 2 |) + ... + (м„ + |м л |)+... (4.5) 

Но тогда по теореме о вычитании рядов (см. § 8 главы 2) 
сходится и ряд, членами которого являются разно- 
сти соответствующих членов рядов (4.5) и (4 4) т е 
ряд (4.3). 

Доказанная теорема остается в силе и в том слу- 
чае, когда члены ряда (4.3) являются комплексными 
числами. 

Действительно, положим 
и п — ѵ п + 


*) Иногда такие ряды называются неабсолютно сходящимися 
или полусходящимися. 
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Тогда должно быть 

\и п \ = У ѵ& + и%^\ѵ п [, 

] «я I = Ѵ + ^ | ы> п |. 

Из сходимости ряда (4.4) следует поэтому сходимость 
обоих рядов 

Ѵі+Ѵ 2 + ...+ Ѵ п + ..., 

щ -Ь щ 4- • • • + и’л + . • • 
и тем самым сходимость ряда 

(ѵ 1 + ІЦІі) + ( ѵ 2 + іщ) + • • ■ + тЬ ш„) + . . . , 

т. е. ряда (4.3). 

Теорема 2. Если 

и 1 + Ы 2 + - • • + и я + . . . (4.6) 

— абсолютно сходящийся ряд с суммой $, а сумма ряда 
I и і I + I “г I +• • •+ | | + • • • (4.7) 

равна 8, то 

(4.8) 

Доказательство. Мы имеем для п - й частичной 
суммы 8 п ряда (4.6) 

I $я I ~ | « 1 І+ 1 и 2 1 + . . . + \и п |. 

Переходя в этом неравенстве к пределу по п при п-+ оо, 
мы получаем (4.8). 

Следствие. Если п-й остаток абсолютно сходя- 
щегося ряда (4.6) есть г п , а п-й остаток ряда (4.7) 
есть Е п , то 

\Гп\^Кп. 

Примеры. 

1. Ряд 

Й — 2* ^~за ~ 4»+-.. + (— 1) ,1+1 “5 !+••• 

сходится абсолютно, потому что сходится ряд «обратных квадра- 
тов» 

і +1+ 1 . , 1 , 

р-Р з* т ■ • • т П 2 "с ■ ■ • 

Следовательно, по доказанной теореме ряд сходится. 
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2. Ряд 

$іп а 8ІП 2а зіп па 

I 2 "Г 2 а + +••• 


У 


(4.9) 


является знакопеременным. Составим ряд из абсолютных величин 
членов нашего ряда 

| зіп а 

І~Пі~ 

Члены последнего ряда не превосходят соответствующих членов 
ряда «обратных квадратов». Но ряд «обратных квадратов» схо- 
дится; поэтому сходится и ряд {4.10). Это значит, что ряд (4.9) 
сходится абсолютно и тем самым сходится. , 

С другой стороны, существуют знакопеременные 
сходящиеся ряды, которые не сходятся абсолютно. 


+ 


зіп 2а 


2 2 


+••• + 


8іп па 


+. 


(4.10) 


Пример. Рассмотрим ряд 

1_ і + іг-т + - +( - 1)л+1 і+- (4-іі) 

Модули членов этого ряда составляют гармонический ряд, 

который расходится (см. § 2 главы 3). Следовательно, ряд (3.11) 
не является абсолютным сходящимся. 

Убедимся в том, что он все-таки сходится. Пусть — п-я 
частичная сумма ряда (4.11). Мы имеем 

* 2 А = 1 -у + у - + - ^ = 

= .!_+_!_+ , 1 
1-2^3-4^'"^(26 — 1)26 * 

Сравнение ряда 

172 + ЗТ4+- + І2 5- 1)26 + - (4Л2 > 

с рядом «обратных квадратов» указывает на его сходимость. Пусть 

Пт 5 2А =8. (4.13) 

А — оо 

Далее 

«2*+і= 1 у + Т~ 26 + 26 +7 = 

= 1 “(т ~ У + -" + 26 “ 26+т) = 

= 1 _ ( 27 з + 475 + • - •' + Щы + Ту ) • 
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Ряд 

ІПГ + 4 Т 5 + + Ък(2к+\) +> " (4Л4) 

также сходится (чтобы в этом убедиться, достаточно сравнить и 
его с рядом «обратных квадратов» или с рядом (4.12)). Пусть его 
сумма равна х' 

Пт х 2А+ і=1 — *'• (4-15) 

к-* оо 

Но сумма ряда, составленного из сумм членов рядов (4.12) 
и (4.14), 

_і_ _і_ _і_ 4-— ! + 

1-2 "^г-З '3*4 п(п + \у‘"' 

как было установлено в § 8 главы 2, равна 1. Следовательно, по 
теореме о сложении рядов (теорема 4 §8 главы 2) $ + х' = 1, 
т. е. 1— х'=х. Значит, (4.15) можно переписать как 

Пт х 2 * +1 = х. 

к~*со 

Вместе с (4.13) это дает нам 

Ііш х„ = х, 

71 — ► СО 

а тем самым сходимость ряда (4.11). 

§ 3. Возможность переставлять члены 
в абсолютно сходящихся рядах 

Теорема. Если в абсолютно сходящемся ряде про- 
извольным образом переставить члены, то полученный 
ряд также будет абсолютно сходиться, а сумма его 
будет равна сумме исходного ряда. 
Доказательство. Пусть 

“і + + . + . . . (4.16) 

— абсолютно сходящийся ряд с суммой 5, а 

у і + у 2 + ..."Ь у я + ... (4.17) 

— ряд, полученный из (4.16) произвольной перестанов- 
кой его членов. Из абсолютной сходимости (4.16) выте- 
кает сходимость ряда 

I и і 1 + 1 I + • • • + 1 и п I + • • • 


(4.18) 
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Обозначим сумму этого ряда через 5. Но по теореме 
Дирихле (см. теорему 3 § 8 главы 2) ни сходимость ряда 
(4.18), ни его сумма не изменятся от перестановки 
членов ряда. В частности, должен сходиться и иметь сум- 
му 5 ряд 

Ы + |о*| + ... + |’0„| + ... (4. 19) 

Тем самым ряд (4.17) сходится абсолютно н поэтому 
сходится. Обозначим его сумму через 5 *. 

Составим теперь ряд 

(I “і I + “і) + (І «2 1 + м 2 ) + • • ■ + (I и п | + и п ) + . . . (4.20) 

По теореме о сложении рядов (теорема 4 § 8 главы 2) 
этот ряд сходится и сумма его равна 5 + 5 . 

Заметим теперь, что 

I и п I + и п 0, 

т. е. что члены ряда (4.20) неотрицательны. Переставим 
члены этого ряда так же, как переставлялись члены 
ряда (4.16). Мы получим ряд 

(I у іЦ-Уі) + (|г' 2 | + у 2 ) + ... + (| ѵ п \ + а я ) + ... (4.21) 

Ввиду неотрицательности членов ряда (4.20), к нему 
также применима теорема Дирихле, согласно которой 
ряд (4.21) сходится, и его сумма равна 5 + 5. С другой 
стороны, ряд (4^2 І) является суммой сходящихся рядов 
(4.1У) и (4.17). Поэтому по теореме о сложении рядов 
его сумма равна 5 + 5*. Таким образом, 

5 + 5 = 5 + 5*, 

откуда следует, что 5 = 5 *. 

§ 4. Условно сходящиеся ряды 

Установим два важных свойства условно сходящихся 
рядов. 

Теорема 1. Пусть 

«і + ы 2 + . .. + «„ + ... (4.22) 

— условно сходящийся ряд, 

Ѵі + Ѵі + ... + Ѵ п + ... 


(4.23) 


§ 4. УСЛОВНО СХОДЯЩИЕСЯ РЯДЫ 
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— ряд, составленный из положительных членов ряда 

(4.22) , а 

+ + + (4.24) 

— ряд, составленный из абсолютных величин отрица- 
тельных членов ряда (4.22). 

Тогда оба ряда (4.23) и (4.24) расходятся. 

Доказательство. Предположим сначала, что 
сходятся оба ряда (4.23) и (4.24). Заменим в ряде (4.22) 
все отрицательные члены нулями. Мы получим ряд 

(4.23) , «разбавленный» нулями, который ввиду теоремы 5 
§ 8 главы 2 должен сходиться. Заменим, далее, в ряде 
(4.22) нулями все положительные члены, а у отрица- 
тельных изменим знаки. В результате получится «раз- 
бавленный нулями» ряд (4.24), сходящийся в силу тех 
же причин. Сумма двух построенных «разбавленных» 
рядов есть, очевидно, ряд модулей членов ряда (4.22), 
который тем самым по теореме о сложении рядов должен 
сходиться. Последнее же противоречит условию теоремы. 

Пусть теперь сходится один из рядов (4.23) и (4.24), 
скажем, для определенности ряд (4.23), а ряд (4.24) рас- 
ходится. Разбавим ряд (4.23), как это мы только что 
делали, нулями и вычтем полученный сходящийся ряд 
из (4.22), изменив у оставшихся членов знаки. Отбро- 
сив соответствующие нули, мы придем к ряду (4.24). По 
теореме о вычитании рядов он должен сходиться, а это 
противоречит только что сделанному предположению. 

Теорема 2. Пусть ряд 

Иі + « 2 + . • • + + - • • (4-25) 

сходится условно. Тогда, каково бы ни было число з, 
можно надлежащей перестановкой членов ряда (4.25) по- 
лучить сходящийся ряд 

у і + + - - + + ' • • > (4-26) 

сумма которого будет равна в. 

Доказательство. Будем выписывать подряд по- 
ложительные члены ряда (4.25), пока их сумма не пре- 
взойдет 5 (может случиться, что таких членов не при- 
дется брать вовсе): 

°і + Ѵ і + • • • + Ѵ Ь- 1 = 5 > 

+ ѵ 2 + • • • + Рь - 1 тЬ ѵ к > 5 
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(ряд, составленный из положительных членов ряда (4.25), 
согласно предыдущей теореме, расходится, так что мы 
можем набрать сколь угодно большую сумму). Затем 
будем приписывать к имеющейся сумме отрицательные 
члены, пока новая сумма не опустится ниже зз 

^1 + ...+ У Л + У* + 1 + ...+ У* +г _і^5, 

УІ + ... + ПА + Ц А+ і + ...+ Г’А + /_і + У* + г<5 

(расходимость ряда отрицательных членов (4.26) обес- 
печивает нам такую возможность). Далее будем повто- 
рять этот процесс приписывания к сумме новых групп 
положительных и отрицательных членов, каждый раз 
минимально переходя через 5. После каждого перехода 
частичная сумма ряда (4.26) будет по построению отли- 
чаться от 5 менее чем на абсолютную величину члена, 
последнего из приписанных в этом или в предыдущем 
переходах. Но по необходимому признаку сходимости 
ряда (§ 6 главы 2) эта абсолютная величина стремится 
к нулю. Следовательно, последовательность частичных 
сумм ряда (4.26) имеет пределом з, а это и означает 
требуемое. 

Доказанная теорема подчеркивает нетривиальность 
теоремы о возможности неограниченной перестановки 
членов в абсолютно сходящихся рядах, установленной 
в предыдущем пункте. Заметим вместе с тем, что любые 
перестановки конечного числа членов допускаются в лю- 
бых рядах; они не сказываются ни на сходимости ря- 
дов, ни на величине их суммы. 

§ 5. Умножение абсолютно сходящихся рядов 

Абсолютно сходящиеся ряды можно перемножать. 

Теорема. Пусть даны два абсолютно сходящихся 
ряда: ряд 

“і + «2 + (4.27) 

с частичными суммами з п и суммой з и ряд 
ѵ і + Ѵ 2 + . . • + ѵ п + . . . 
с частичными суммами ( п и суммой {. 


(4.28) 
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Тогда ряд, членами которого являются все произве- 
дения любого члена первого ряда на любой член второго, 
также сходится абсолютно и сумма его равна произве- 
дению 8І. 

Доказательство. Будем выписывать произведе- 
ния и<0] по определенной системе: 

и Ч Ѵ \ + и ‘1 Ѵ 2 + « 1^2 + 

+ и 3 ѵ 2 + и 3 ѵ 2 + и 3 ѵ 3 + и 2 ѵ 3 + и х ѵ 3 + . . . (4.29) 

(стоящие в каждой строке слагаемые соответствуют по- 
следовательным «окаймлениям» квадратов на рис. 1). 
В первой строке здесь выписан 
один член, во второй — три 
члена, в третьей — 5 и т. д. 

Очевидно, частичная сумма г п > 
этого ряда состоит из п 2 сла- 
гаемых, составляющих на рис. 1 
квадрат. Ясно, что пока мы не 
доказали абсолютной сходимости 
ряда (4.29), наши рассуждения 
относятся не к любому ряду, Рис. 1. 

члены . которого являются про- 
изведениями членов рядов (4.27) и (4.28), а лишь 
к конкретному ряду (4.29). 

Мы видим, что г п і = 8 п і п . При переходе к пределу 
при я-> оо правая часть этого равенства стремится по 
условию к з(. Следовательно, и 

п-*со 

К сожалению, 

П»> /2», .... />, . . . 


и, и, 

и , и 2 

и , ѵ з 

и г и , 

и г и 2 

и г и з 

“г”, 

и З Ѵ 2 

и з ѵ з 

и и 

4 і 


составляют лишь частичную последовательность частич- 
ных сумм ряда-произведения (4.29). Поэтому из полу- 
ченного предельного соотношения еще не следует нуж- 
ного нам 

Игл г п = зІ. 

п-ю о 


* 
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Для получения этого результата нам придется еще по- 
казать, что для достаточно больших квадратов любые 
суммы чисел, стоящих в их окаймлениях этих квадра- 
тов, сколь угодно малы. 

Пусть теперь к — некоторое натуральное число, а п 2 — 
ближайший к нему снизу квадрат. Положим 

Г А — г л , + <7* д і 

где Як п ~ с У мма некоторого количества членов ряда 
(4.29), ^стоящих в окаймлении п-го квадрата, т. е. в 
(л+1)-й строке выражения (4.29). 

Абсолютная сходимость рядов (4.27) и (4.28) озна- 
чает сходимость рядов 

І“іІ + І«*І+..-. + |«*| + ... (4.30) 

и 

І^І + |о»І + ... + |о*| + ... (4.31) 

Пусть 5 и Т — соответственно суммы этих рядов. 

Ясно, что 

I I < I “п+ і ѵ і I + I и п+ іѴ 2 1 + ... + | и п+ іУ я+ і I + 

+ 1 и п ѵ п+1 1 + 1 щѵ п ^ | = 

= I « л+ і I (I ѵ і I + . . • + 1 о„ + і I) + 

+ |ОініІ(І“«І + .,. + |иі I) < | и п+1 1 Т + 1 о л+1 1 5. 

Из сходимости рядов (4.30) и (4.31) следует, что 
Пт |ы л+ і|= Ііт | п п+ і | = 0, 

п—*со п — ► со 

откуда 

1іт I <?*„ I ^ Ііт (I и л+1 1 5 + 1 у л+1 1 Т) = 0, 

п—*со п—юэ 

так что 

Ііт г к = Ііт г л .+ Ііт ц к =зІ. 

к-*со п-> со п 

Следовательно, ряд (4.29) сходится, и сумма его 
равна з(. 


§ 6. ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ ЛЕЙБНИЦА 
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Переходя к рядам (4.30) и (4.31) и повторяя приме- 
нительно к ним те же рассуждения, мы видим, что ряд 
(4.29) сходится абсолютно и сумма абсолютных величин 
его членов равна 5 Т. 

Нам остается заметить, что на основании теоремы 
о перестановке членов абсолютно сходящихся рядов схо- 
димость интересующего нас ряда, равно как и его сумма, 
не зависит от того конкретного порядка, в каком мы 
выписывали' его члены. 

§ 6. Признак сходимости Лейбница 

Определение. Знакопеременный ряд называется 
знакочередующимся, если соседние его члены имеют раз- 
личные знаки. 

Примерами знакочередующихся рядов могут служить 
геометрические прогрессии с отрицательными знамена- 
телями. 

Для знакочередующихся рядов имеется достаточно 
общий, чувствительный и практичный признак сходимо- 
сти, принадлежащий Лейбницу. 

Теорема (признак сходимости Лейбница). Если 
абсолютные величины членов знакочередующегося ряда 

«і — «г + «з — 1 ) л+1 «/. + ■•• ( 4 -32) 

образуют монотонно убывающую последовательность, 
стремящуюся к нулю, т. е. рели 

Щ Д и 2 и п > . . . (4.33) 

и 

1іт«„ = 0, . (4.34) 

71 — > СО 

то ряд (4.32) сходится. 

Доказательство. Мы имеем для любого п = 

= 1 , 2 , ... 

5 2 ,і = щ — и 2 -\- и 3 — ц 4 Д и 2п - 1 — Щ п _ г 

или, объединяя члены в группы (сумма з 2п содержит 
только конечное число слагаемых, и потому основные 
законы действий справедливы здесь без каких-либо 
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ограничений), 

8 2п = и 1 — (и 2 — и 3 ) — (ы 4 - и 6 ) — . „ — (« 2л _ 2 _ ц 2яі ) — и 2п . 

На основании невозрастания последовательности абсо- 
лютных величин членов ряда во всех скобках стоят не- 
отрицательные числа. Следовательно, 

< щ. 

Поэтому частичные суммы ряда (4.32) с четными номе- 
рами составляют ограниченную последовательность. 

С другой стороны, в силу той же монотонности 

5 2п+2 — «2 п — ( 5 2ГС+2 — $ 2 п + і) + (^2/і+І — 5 2п ) = 

= н, 2п+2 + и 2 п + і =5: 0, 


и потому последовательность частичных сумм с четными 
номерами является неубывающей. Следовательно, эта 
последовательность имеет предел 


ІІШ 5 2л = 5<Ні. 

П-+СО 

Далее, 

5 2Л+І = 5 2/і + «2Л+І> 

так что 


(4.35) 


ІІШ 52 п + і — ІІШ 5 3л -}- ІІШ и 2п ,{. 

П-* 00 п-»оо ч—оо + 

Оба предела справа существуют, причем второй из них 
по условию равен нулю. Следовательно, существует и 
предел слева, и для него 


ІІШ 5 2 л+І — 8 . 

п-+ со 


Вместе с (4.35) это дает нам 

ІІШ 5„ = 5, 


что и требовалось. 

_ Следствие Для знакочередующегося ряда щ — 
и 2 + .. и ч удовлетворяющего признаку схо- 

димости Лейбница, остаток Д п можно сверху оценить 


§ 7. СУЩЕСТВЕННОСТЬ УСЛОВИЙ 
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,по абсолютной величине: 

I Я п | | и^і [. 

В самом деле, остаток Я п можно рассматривать как 
сумму ряда 

Яп — -4- и п _2 — и п з і р . , . , 

которая, как следует из доказанной теоремы, не пре- 
восходит по абсолютной величине своего первого члена, 
которым в данном случае является и п+1 . 

Пример. В применении к ряду 

т-т + т-т+-+<- | )"4+- 

признак Лейбница дает 

Ііш и п = Ііш (± — ) = 0, 

л-*оэ п — ► со \ п 1 

что означает сходимость ряда. (Непосредственными выкладками 
эта сходимость была установлена в § 2.) 

§ 7. Существенность условий 
признака сходимости Лейбница 

Обратим внимание на то, что в признаке сходимости 
Лейбница указываются три условия, которым должен 
удовлетворять ряд: знакочередуемость членов ряда, 
а также монотонность и сходимость к нулю их абсо- 
лютных величин. Каждое из этих трех условий является 
существенным и поэтому подлежит проверке. 

Во-первых, в признаке сходимости Лейбница нельзя 
отбросить условие знакочередуемости. Можно построить 
примеры рядов, у которых последовательность абсолют- 
ных величин членов монотонно стремится к нулю, но 
которые расходятся из-за того, что знаки членов ряда 
не чередуются, а распределены более сложно. 

Пример. В ряде 

1 1 1 , 1 , I , 1 1 1 

Т“Т “У + Т + "з + І “Т“Т~- (4 - 36) 

абсолютные величины членов не возрастают и стремятся к нулю. 
Однако все частичные суммы вида 

_ ( 1 при нечетном п, 

— - я + 1) I 0 при четном 


82 


ГЛ. 4. ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЕ РЯДЫ 


а остальные частичные суммы принимают промежуточные значения. 
Очевидно, такая последовательность частичных сумм предела не 
имеет, и потому ряд (4.36) расходится. 

Во-вторых, для сходимости знакочередующегося ряда 
важно условие (4.33). Существуют расходящиеся ряды, 
для которых выполняются все условия теоремы Лейбни- 
ца, кроме (4.33). 


Пример. Ряд 


і_±+А_±+І_±, , І__ !_. 

2 + 2 4 + 3 6 + "' + л 2я ' 


знакочередующийся, и для него выполняется условие (4.34), но не 
условие (4.33). Этот ряд расходится. В самом деле, если бы он 
сходился, то сходился бы по ассоциативному закону (см. теоре- 
му 1 § 8 главы 2) и ряд 


■у + 


4- 4-М 

+ -+І7Г 


I 

2л 


+• 


т. е. ряд 


4-+4+--+27 + - = т( 1 +У + --+^ + --)- 


Но в скобках здесь стоит гармонический ряд, который, как извест- 
но, расходится. 

Наконец, в-третьих, существенность условия (4.34) 
видна на примере ряда 



16 


+ 1Г+ 1 


2«-і+1 


2 я 


Этот ряд — знакочередующийся, и его члены по абсолютной 
величине монотонно убывают. Однако здесь 


2 2Я 4- 1 

Ііш « 2/1 + 1 = Ііш -~Т 

п — ► ОЭ Л — ► 00 ^ 


1 

2 ’ 


Ііш и гп — 

п со 


22Я-14- 1 
1Ш 

п — со 


02Л 


2 ’ 


и ряд расходггся. Для него 

5 1 

1іт *2 Л + і = -д. Ьпі5 2п =— . 
п —*■ со ѵ л— со о 


ГЛАВА 5 


ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

§ 1. Определение функционального ряда 

Понятие функциональной зависимости является одним 
из важнейших в математике. Всякая функция осущест- 
вляет некоторое соответствие между объектами, состав- 
ляющими область задания этой функции, и объектами, 
составляющими область ее значений. Так можно рас- 
сматривать числовые функции от чисел (при этом чис- 
лу-аргументу ставится в соответствие число, являющееся 
значением функции); можно говорить о числовых функ- 
циях от систем чисел (то, что обычно называется функ- 
циями нескольких переменных); можно говорить о век- 
тор-функциях (т. е. о функциях, значениями которых 
являются векторы) и т. д. Близкими к вектор-функциям 
являются такие функции, которые ставят в соответствие 
числам — ряды. Эти функции называются функциональ- 
ными рядами. 

Так как задание ряда состоит в задании каждого 
его члена, а член ряда есть число, задание функциональ- 
ного ряда от некоторой переменной х состоит в задании 
ряда функций от этой переменной, являющихся членами 
функционального ряда. Таким образом, мы приходим 
к следующему определению. 

Определение. Выражение 

и 1 ( х ) + ы 2 ( х ) "К • • + ы л (*) + ... (5-1) 

называется функциональным рядом относительно пере- 
менной х. 

Если переменная х может принимать только веще- 
ственные значения, а параметры функций, являющихся 
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членами ряда (5.1), также все вещественные, то ряд (5.1) 
называется вещественным рядом. 

Если же значения переменной х, равно как и пара- 
метры функций и п (х), могут быть не только веществен- 
ными, но и комплексными, то ряд (5.1) называется ком- 
плексным рядом. 


Примеры. 

1. Если х принимает только вещественные 


ІГ+2Г+-+ЙГ+- 


значения, то ряд 


является вещественным рядом относительно переменной х. 

2. Этот же ряд можно рассматривать как комплексный ряд 
относительно переменной г: 

2 уП 

ІГ+2Г+-+Л-.+-. 

если г есть комплексная переменная. 

Говоря в^ данной главе об общих функциональных 
рядах, мы будем каждый раз иметь в виду только 
вещественные ряды. Некоторые вопросы, касающиеся 
комплексных рядов, будут затронуты в следующей 
главе. 

Каждый из членов функционального ряда может быть, 
в частности, и постоянной. В этом случае функциональ- 
ный ряд превращается в числовой. Таким образом, чис- 
ловой ряд является частным случаем функционального. 


§ 2.- Область сходимости функционального ряда 

Придавая в выражении (5.1) переменной х некоторые 
значения х 0 , Х\ и т. д., мы будем получать те или иные 
числовые ряды 

и і( л: о) + И2(^о) + ... + «п(^о) + ...» ._ 0 

«і (*і) + и* (*і) + • . • + и„ (х х ) + ... Р"*) 

и т. д. 

„В зависимости от значения, принимаемого перемен- 
ной х, числовой ряд (5.2) может оказаться сходящимся 
или расходящимся. 
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Определение. Совокупность всех значений пере- 
менной х, для которых ряд (5.2) сходится, называется 
областью сходимости функционального ряда (5.1). 

Если значение х 0 переменной х принадлежит области 
сходимости функционального ряда 


и і (*) + (*) + ••• + (х) , 

то можно говорить о сумме этого функционального ряда 
в точке х = х 0 : 

и 1 ( А 'о) + «2 С*о) + ■•• + «/! (*о) + • • • = 5 (х„). 


Таким образом, значение суммы функционального 
ряда зависит от значения х 0 переменной х, т. е. сумма 
функционального ряда сама является функцией пере- 
менной х. Это и отражено в обозначении 5 (х 0 ). Под- 
черкнем, что областью задания суммы функционального 
ряда является область сходимости этого ряда. 

Сумма функционального ряда, понимаемая как функ- 
ция, в принципе ничем не отличается от функций, полу- 
чаемых каким-нибудь другим путем. В частности, можно 
ставить и решать вопросы о ее непрерывности, дифферен- 
цируемости, интегрируемости и т. д. Можно интересо- 
ваться также тем, какие функции можно получать в 
виде сумм функциональных рядов и как находить ряды, 
у которых суммами были бы заданные функции. Изу- 
чение этих и подобных вопросов и составляет содержа- 
ние всей оставшейся части курса. 

Примеры. 

1. Ряд 

X Х^ хР 

2+22 +••■+ ?т + -<- ( 5 - 3 ) 

при каждом х представляет собой геометрическую прогрессию со 
знаменателем х/2. Условие сходимости этого ряда состоит в том, 
чтобы | дг/2 | <с 1 . Таким образом, область сходимости ряда (5.3) 
состоит из всех тех значений переменной х, для которых | х | С 2. 
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как было установлено, сходится при х > 1 и расходится при х < 1. 
Следовательно, область сходимости этого ряда состоит из всех зна- 
чений х, для которых х> 1, или, короче, область сходимости этого 
ряда описывается неравенством х> 1. 

3. Члены функционального ряда 

1 1 1 

1 +х2 + 4 +і5 + -+ЯМ^>+- ( 5 - 4 ) 


при любом х меньше соответствующих членов ряда «обратных 
квадратов» 


4+А + .. + -1 _і_ 

П 4 п И 2 , ... 


Так как последний ряд сходится, должен сходиться и ряд (5.4) 
при любом х. Таким образом, областью сходимости ряда (5.4) 
является множество всех вещественных чисел. 

4. В ряде 

1 X X 2 У п 

Ш+ТІ+2Т+- + 7П+- ( 5 - 5 ) 


при любом х=х 0 отношение последующего члена 
равно 


к предыдущему 


г п + 1 


(л -}■ 1)1 л! п 41 


и, очевидно, при возрастании п стремится к нулю. Следовательно 
при любом х 0 ряд ’ 



согласно признаку сходимости Даламбера является сходящимся. 
1 аким образом, область сходимости функционального ряда (5 5) 
состоит из всех вещественных' чисел. 

5. Функциональный ряд 


0\+х\\+х 2 2\+...+х п п\+... 

при любом значении х Ф 0 расходится (это проверяется без труда 
при помощи признака Даламбера). Следовательно, область схо- 
димости этого ряда исчерпывается числом 0. 

6. Рассмртрим ряд 


2 + зіп х ^ 3 + 5Іп х + , " + 




п + 1 + ЗІП X 


(5.6) 
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Так как аіп х < 1, члены этого ряда не меньше соответствующих 
членов гармонического ряда, начиная с третьего: 


І+І+-+ І+" 


который расходится. Следовательно, ряд (5.6) не сходится ни при 
каком значении х. Можно сказать, что область сходимости этого 
ряда пуста. 


§ 3. Сходимость последовательности функций. 
Основные определения 

Сейчас нам придется вспомнить некоторые факты, 
касающиеся сходимости последовательности функций. 
Определение. Последовательность функций 

%(*)> «г 5 Л (х), . . . 

сходится к предельной функции 8 (х) в точке х 0 , если 

Нш 8„(Х 0 )=8(Х 0 ), 

п —*■ СО 

т. е. если для каждого е > 0 найдется такое п 0 , что 
при п~>п 0 

1 8 п (х 0 ) - 8 (х 0 ) I < е. 

Определение. Последовательность функций 
5 і(л:), з 2 (х),..., 8„(х),... 

сходится к предельной функции 8 (х) в некоторой 
области (например, в сегменте [а, Ь\ или в интервале 
(а, Ь )), если для каждого. х а из этой области 

Пт 8 п (х 0 ) — 8 (х 0 ), 

п — 00 

т. е. если для каждого е>0 и х 0 из нашей области 
найдется такое п 0 , что при п>п 0 

1 (х 0 ) - 5 (х 0 ) | < е. 

Заметим, что в этом определении п 0 находится по 
каждому х 0 из нашей области, т. е., вообще говоря, 
зависит от х 0 . Несколько иной факт описывается в сле- 
дующем определении. 
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Определение. Последовательность функций 

«і(*)> Ъ(х) 8 п (х), ... (5.7) 

сходится к предельной функции 5 (л:) равномерно в некото- 
рой данной области, есди для каждого е>0 существует 
такое п 0 , что при п^> п 0 и при любом х 0 из области 


у=/(Х) 


у=ср(х) 


I (х 0 ) 5 (Хд) | <С 8. 

Подчеркнем, что в отличие от предыдущего опреде- 
ления здесь утверждается существование п 0 , в равной 

мере «обслуживающего» все зна- 
чения х 0 . 

Различие между описанными 
видами сходимости последова- 
тельностей функций можно на- 
глядно представить себе геомет- 
рически. 

Рассмотрим графики двух 
функций /(х) и §(х), заданных 
на некотором промежутке с кон- 
цами а и Ь (рис. 2). Ясно, что 
эти графики могут располагать- 
ся «близко» или «далеко» друг от друга. Однако если 
расстояние между точками на координатной плоскости 
понимается вполне определенным образом, то расстоя- 
ние между графиками функций нуждается в специаль- 
ном определении. Оказывается, что этому расстоянию 
можно дать несколько различных определений и каж- 
дое из них по-своему будет разумным. 

Если функции последовательности 



Рис. 2. 


®і(*), *«(*) 8 п (х), ... (5.8) 

приближаются к функции 5 (х) в смысле некоторого опре- 
деления расстояния, то можно говорить, что имеет место 
сходимость последовательности (5.8) к функции 5 (х) 
в смысле этого расстояния. 

Например, можно фиксировать некоторую точку х 0 , 
расположенную между а и Ь, и под расстоянием между 
графиками функций (и тем самым между самими функ- 
циями) / (х) и § (х) понимать 

I/ (*о)-$(*о)|. 


I 


/ 


(5.9) 
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Здесь близость функций и их графиков оценивается по их 
различию в точке х 0 . 

Сходимость последовательности (5.8) к предельной 
функции 5 ( х ) в точке х 0 означает, что графики функций 
(5.8) над точкой х 0 приближаются к графику функции 
5 (х) (рис. 3). Это значит в свою очередь, что расстояние 



между функцией з п (х) и предельной функцией 5 (х) 
в смысле выражения (5.9) по мере роста п стремится 
к нулю: 

Ііш 1 5„ (х) — 5 (х) | = 0. (5. 10) 

п -*• оо 


Таким образом, «сходимость в точке х 0 » соответствует 
расстоянию, определяемому выражением (5.9). 

Область сходимости последовательности (5.8) к функ- 
ции 5 (х) будет состоять из всех тех х 0 , для которых 
выполняется равенство (5.10), т. е. для тех абсцисс, для 
которых графики функций из последовательности неог- 
раниченно приближаются к графику функции 5(х). 

Вместе с тем расстояние между функциями / (х) и 
§ (х) можно описывать не выражением (5.9), а иначе. 
Например, за расстояние между функциями можно при- 
нимать максимальную разность между соответствующими 
значениями функций 

шах | / (х) — ^ (х) | (5.11) 

X 

(рис. 4). В тех случаях, когда написанный максимум 
не достигается, вместо него следует рассматривать, точ- 
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ную верхнюю границу значений \[( х )-§(х)\. (Напомним, 
что точной верхней границей будет в этом случае число, 
которое не меньше каждого из модулей разностей и к ко- 
торому значения этих модулей разностей подходят сколь 
угодно близко.) 

Приближение в смысле так определенного расстояния 
функций из последовательности (5.8) к функции з(х ) 
означает, что 

Пт тах 1 з п (х) —з (х) | = 0, 

п — 00 х 

т. е. каково бы ни было е>0, начиная с некоторого 
п будет 

шах | 8 п (х) — 5 (х) | < Е. 

X 

Иными словами, каково бы ни было е О, начиная с не- 
которого' п, при любом х будет 

I (х) — 5 (х) I < е. 

Это и было выше определено как равномерная сходимость 
последовательности (5.8) к функции 5 (х) на промежутке 
от а до Ь. 

Геометрически равномерная сходимость означает не- 
ограниченное приближение графиков функций з п (х) 
к графику (х) в местах их наибольшего взаимного уда- 
ления. В остальных местах графики з п (х) будут подхо- 
дить к графику з(х) еще теснее. 

Замечание. Каждая функция последовательности 
(5.7) может, в частности, быть постоянной. В этом слу- 
чае последовательность функций превращается в число- 
вую последовательность 

5 1 > 5 2 5 „, ... ( 5 . 12 ) 

Предположим, что эта последовательность сходится 
к пределу 5. Это значит, что по каждому е > 0 найдется 
такое п 0 , что при п > п 0 

|5 П — 5|<Е. 

Находимое так п 0 никак не зависит от какого бы то 
ни было х. Поэтому мы с полным основанием можем 
считать, что последовательность (5.12), т. е. числовой 
ряд, сходится равномерно для всех значений х. 
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Пример. Последовательность функций 
х, х г , х 3 х п , ... 


(5.13) 


сходится к предельной функции а(х)=0 в точке х = 1/2. Действи- 
тельно, 



Мы можем утверждать также, что рассматриваемая последо- 
вательность функций сходится к предельной — функции а (х) ~ О 
для всех 0<х< 1, ибо действительно, для любого х 0 из [0, 1) 
по всякому в > 0 найдется такое п 0 , что для п > п 0 


хп < е. 

О 


Заметим, однако, что по мере приближения х 0 к единице для 
каждого данного е приходится брать все большие и большие зна- 
чения п 0 : степени по мере приближения оснований к единице 
убывают все медленнее и медленнее. Достаточно сравнить, напри- 
мер, последовательности 


0,1; 0,01; 0,001; ... 


0,9; 0,81; 0,729; ... 


Это наводит нас на мысль, что в данном случае по е > 0 
нельзя найти такого л 0 , что при любом 0 < х п < 1 для п> п п 
будет 


ХП < е. 


Такая мысль верна. В самом деле, предположим, что по како- 
му-то е (пусть для конкретности будет в = 0,1) такое л 0 , годное 
для всех х 0 , нашлось. Это значит, что 


хп о <0,1 


для всех х 0 из [0, 1). Но этого не может быть, так как в дейст- 
вительности последнее неравенство выполняется не для всех х 0 , 
а лишь для тех, для которых 


х < V 0,1. 


Следовательно, сходимость последовательностей функций (5. 13) 
к предельной функции 5 (х) = 0, хотя и имеет место для любого 
х из [0, 1), но не является равномерной сходимостью для 0 < 1. 
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К этому же выводу можно прийти и из геометрических сооб- 
ражений. Рассмотрим / графики функций, составляющих последо- 
вательность (5.13), и график 
предельной функции $ (х) = О 
(рис. 5). 

Ввиду того, что 
\х п — О |=х п , 

точной верхней границей значе- 
ний х п при х из [0, 1) будет 1. 
Таким образом, определяемое 
выражением (5.11) расстояние 
между любым членом х п после- 
довательности и функцией а (х) 
будет равно 1. Значит, и предел 
этих расстояний будет равен 1, 
а не нулю, как это нужно было 
бы для равномерной сходимости. 

По существу, «настоящей» сходимостью функции в той или 
иной области является именно ее равномерная сходимость в этой 
области. В условиях равномерной сходимости функций при пере- 
ходе к пределу сохраняются основные свойства функций, их 
интегралов и производных. 

Почти очевидна следующая теорема. 

Теорема. Если каждая из последовательностей 
функций 



М*)> *г( х ) $ п (х), ... (5.14) 

и 

к (*)> к( х ) к (х), ... (5.15) 

сходится к своим предельным функциям з(х) и I (х) рав- 
номерно в некоторой области, то равномерно в этой же 
области будет сходиться и последовательность сумм 

(®1 (х) + к (*)), (5 а (*) + М*)), •••> (5 п(х) + І н (х)), ... 

(5.16) 


и ее пределом будет функция $ (х) -|- і (х). 

Доказательство. Возьмем произвольное е > О 
и найдем такие Пі и п 2 , что для п>п г 

|в(дс)-в„(х)|.<-| 


(5.17) 
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И ДЛЯ 

\1{х)-1 п (х)\<± (5.18) 

при всех х. В силу равномерной сходимости последо- 
вательностей (5.14) и (5.15) это сделать можно. Если 
взять п превосходящим как п 1} так и л 2 , то оба нера- 
венства — (5.17) и (5.18) — будут выполняться. 

Сложив эти неравенства, мы получим 

е > | 5 (х) — 5„ (х) I ~Н / (х) — і п (х) I > 

> | 5 (ж) - (х) + ((х)~ ( п (X) | = 

= |(5 М + /(Х))-(5 Л (Х) + / Я (Т))| 

по-прежнему при всех х. Это означает равномерную 
сходимость последовательности (5.16). 

§ 4, Предел последовательности непрерывных функций 

Теорема. Если последовательность непрерывных 
на сегменте [а, Ь] функций 

^1 ірд)у 8 2 (х), . . ., 8 п (х), . . . 

сходится на сегменте [а, Ь ] к предельной функции & (х) 
равномерно, то предельная функция з (х) также непре- 
рывна на этом сегменте. 

Доказательство. Непрерывность функции 5 (х) 
в точке х 0 (которую нам предстоит доказывать) состоит 
в том, что по любому е > 0 можно найти такое 8, что 
из | Н | < б следует 

|5(л:о + /г)-8(л: 0 ) | <в 

(если, разумеется, число х 0 -\ -И расположено в сегменте 
[а, 6]). 

Мы имеем для любых лг 0 , Лига: 

|5(АѴф/г)-5(л: 0 )| = 

= I 5 (х 0 + Н) — з ѣ ( х 0 + И)-\-5 п ( х 0 + Н) — з п (х р ) + 

+ 5 Я (х 0 ) - 5 (х 0 ) | < | 8 (Х 0 + Н) - 5„ (х 0 + Н) | + 

+ I 5 я (Х 0 + Н)~ 8„ (х 0 ) И- | 8„ (Хд) - 8 (х 0 ) |. (5.19) 
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На основании равномерной сходимости можно взять 
столь большое п, чтобы для любого х из сегмента [а, Ь ] 
выполнялось 

I 8 (*)-«„(*) |< у. 

В частности, будет и 

|5(*о + Л)-5 п (*о + А)|<!, (5.20) 

1 5 л ( х о) 5 (*о) I “з" • (5-21) 

Итак, пусть нужное п выбрано. По условию функция 
8 п (х) является непрерывной. Следовательно, найдется 
такое б, что при любом ( Н | <; б 

К(х 0 + Іг)-8 п (х 0 )\<^. (5.22) 

Сопоставляя (5.19), (5.20), (5.21) и (5.22), мы видим, что 
|$(х 0 -Н)-5(х 0 )|<е. 

Теорема доказана. 

§ 5. Переход к пределу под знаком интеграла 

Теорема. Если последовательность непрерывных 
на сегменте [а, Ь] функций 

(А ") > 8 2 (х) , . , 8 п (х), . . . (5.23) 

сходится равномерно в этом сегменте к предельной 
функции 8 (х), то при любых а<а<р<6 

Р Р 

Пт \ 8 п (х) дх = \ 8(х) дх. (5.24) 

"-“а а 

Доказательство. Заметим прежде всего, что 
в наших условиях предельная функция $(х) является 
непрерывной (см. § 4), и потому интеграл 

Р 

^ 5 (х) йх 


имеет смысл. 
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Ввиду обусловленной равномерной сходимости по- 
следовательности (5.23) к предельной функции $ (х) по 
любому е>0 найдется такое п 0 , что при п^п 0 для 
любого а^х^Ь будет выполняться неравенство 

\з(х)-з п (х)\<~. 

Поэтому 

р р р 

I )5 п (х)сіх- 5 5 (дг) С?АГ | = | 

а а а 

^ К і 5 Л (*) -з(х)\ах< ^ ~— а ах = е ^ е. 

а а 


Таким образом, по произвольному е > 0 нашлось такое 
«о, что при д>л 0 


р р 

^ з п (х) ах— ^ 5 (х) ах 


.е, 


а это и означает сходимость (5.24). 

Следствие (предельный переход под знаком интег- 
рала с переменным верхним пределом). Если последова- 
тельность непрерывных в сегменте [а, Ъ\ функций (5.23) 
сходится равномерно в этом сегменте к предельной 
функции з(х), то при любом х из этого же сегмента 
последовательность интегралов 

XX х 

\*Лх)ах, \з г {х)ах \з п (х)ах,... (5.25) 

о. а. а 

с переменным верхним пределом, как последовательность 
функций сходится к функции 

X 

> ^ 5 (х) ах 

а 

равномерно для всех х из сегмента [а, Ь ]. 


(5.26) 
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Доказательство. Мы можем положить в дока- 
зательстве теоремы р = х и получить тем самым сходи- 
мость последовательности интегралов (5.25) к интегралу 
(5.26). Поскольку выбор по е>0 соответствующего п 0 
в условиях теоремы не зависит от (3 (илй, в условиях 
следствия, отх), эта сходимость оказывается равномерной. 

§ 6. Переход к пределу под знаком производной 

Теорема. Пусть последовательность функций 

5 і (*)> (х)> .... з я (х), ... (5.27) 

сходится в сегменте [а, Ь]-к предельной функции з (х). 
Пусть, далее, функции из последовательности (5.27) 
имеют непрерывные производные, последовательность 
которых 

-’І ІХ ) , 5$ (х) , . , . , 5 п (А') , ... 

сходится к некоторой предельной функции о (х) равно- 
мерно во всем сегменте [а, Ь]. 

Тогда 

!) ^5(х) = сг(х); 


2) последовательность (5.27) сходится к своей пре- 
дельной функции з (х) равномерно. 

Доказательство. Пусть а^аСх^Ь. На 
основании предыдущей теоремы (о переходе к пределу 
под знаком интеграла) мы имеем 


Нт $ з'п (х) дх = ^а (х) дх. 


Но, с другой стороны, 

X 

Ііт \ Зп (х) сіх = Ііт (5„ (х) — з п (а)) = 5 (х) — 5 (а), 

П -*• 00 а п — ► со 


X 

$ (х) — з (а) = ^ а (х) йх. 
а 


так что 
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Дифференцируя это равенство (при этом интеграл 
справа дифференцируется по его переменному верхнему 
пределу), мы получаем 

~5(х) = о(х), 

и часть 1) доказана. 

Для доказательства 2) напишем тождество 
5 п (х)=з п (а) + ^ 5л (х)сіх. 

а 

Как уже отмечалось (см. § 3), для доказательства рав- 
номерной сходимости последовательности сумм доста- 
точно установить равномерную сходимость последова- 
тельностей, составленных из слагаемых, т. е. в данном 
случае последовательностей 

«Да), 5 2 (а) $„(а), ... 


$5І(д:)Д*:, \ 52 (х)сіх \ з’ п (х) Ох, . . . 

а а а 

Но первая из этих последовательностей сходится равно- 
мерно на основании замечания в § 3, а вторая — в силу 
следствия теоремы § 5. 

§ 7. Определение равномерной сходимости 
функционального ряда и признак Вейерштрасса 

Определение. Функциональный ряд 

иі(х) + и 2 (*) + ... + ц, ,(*) + ... 

называется сходящимся в некоторой области О равно- 
мерно, если в этой области последовательность его 
частичных сумм 

5і(х), 5 2 (х), 5„(х), ... 

сходится равномерно к своей предельной функции з(х). 

Весьма удобный признак равномерной сходимости 
функционального ряда был предложен Вейерштрассом. 
Этот признак имеет вид следующей теоремы. 

4 Н. Н. Воробьев 
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Теорема. Функциональный ряд 

М*) + «і (*) + ••• + «« (*) + ••■. (5.28) 

каждый член которого является функцией, определен- 
ной на сегменте [а, Ь], сходится равномерно на этом 
сегменте, если существует такая последовательность 

Съ ^ 2 » • • • » с ПІ • • • 


положительных постоянных , что 


\и п (х)\^с п (5.29) 

для любого х из [а, Ь]и любого п= 1, 2 а ряд 

с і + с 2 + . . . + с„ . . . (5.30) 


сходится. 

Иногда в условиях этой теоремы функциональный 
ряд (5.28) называется мажорируемым, числовой ряд 
(5.30) — мажорирующим, а сама теорема — теоремой 
о мажорировании. 

Доказательство. Из (5.29) и (5.30) мы на осно- 
вании признака сравнения (см. § 2 главы 3) можем 
заключить о сходимости функционального ряда (5.28) 
в каждой точке сегмента [а, 6]. Это значит, что мы 
можем говорить о сумме функционального ряда (5.28) 
как о функции 5 (х), определенной для каждого х из 
этого сегмента. 

В силу сходимости ряда (5.30) (обозначим его сумму 
через 5) возьмем теперь произвольное е>0 и найдем 
по нему такое п 0 , что при /г§гп 0 

- (<Д + с 2 + . . . + с п ) < е, 

т. е. 

с я+і + с„ +2 + . . . < е. (5.31) 

Напишем для этого п 

(х) + Г п (х) = в(х), 
где 

г п (х) = и п+ і (х) ц„ + 2 (х) 

Из (5.29), (5.31) и (5.32) следует, что 

г„(х)^е 


(5.32) 
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при любых п2гп 0 и х из рассматриваемого сегмента. 
Таким образом, мы по каждому в находим такое п 0 , 
что при п => п 0 имеет место 

8 п (х) — 5 (*) | < В 

для любого х. Это и означает равномерную сходимость 
ряда. 

Пример. Функциональный ряд 

зіп 14 , 8ІП 24 , , 8ІП п4 , 

Іа I 22 г я* ^ •" 

сходится равномерно для всех вещественных х, потому что при 
всех хи п 

8ІП п4 
п 2 

а ряд 

— + - + + ~ + 

12 -Г 2 2 “ ■ • • Т п 2 ~ * 

как известно, сходится. 

§ 8. Непрерывность суммы равномерно сходящегося 
ряда с непрерывными членами 

Теорема. Пусть все члены функционального ряда 
иі(х) -\- и 2 (х)-{- . . ,-\-и п (х)-\- . . . (5.33) 

определены на сегменте [а, Ъ], непрерывны на нем и 
составленный из них функциональный ряд сходится на 
этом отрезке равномерно. 

Тогда суммой ряда (5.33) будет функция, непрерыв- 
ная на сегменте [а, Ь]. 

Доказательство. Из непрерывности членов 
функционального ряда (5.33) следует непрерывность 
каждой из его частичных сумм 

5 а (X), 3 2 (х) 8 п (х) 

по условию эта последовательность частичных сумм 
сходится равномерно к предельной функции а (х), являю- 
щейся суммой ряда (5.33). Следовательно, на основании 
теоремы § 4 функция 5(х) также должна быть непре- 
рывной. 

4 * 
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§ 9. Почленное интегрирование функциональных 
рядов 

Теоремы о почленном дифференцировании и интег- 
рировании равномерно сходящихся последовательностей 
непосредственно приводят к теоремам о почленном 
дифференцировании и интегрировании равномерно схо- 
дящихся рядов. 

Теорема (о почленном интегрировании рядов). 
Если функциональный ряд 

и і ( х ) + Иа (х) + . . -~\-и п Ф) + • • • (5.34) 

сходится равномерно на некотором сегменте [а, Ъ ] и 
имеет суммой функцию з(х), то ряд интегралов 
Р Р р 

^ щ ф) йх + ^ и, ф) йх + . . . + ^ и п (х) дх +.. . (5.35) 

а а а 

(здесь, как и раньше, а^а^р^й) также сходится 
равномерно на этом сегменте и имеет суммой функцию 

Р 

$ 5 (х) йх. 

а 

Доказательство. Пусть $„ф) — п-я частичная 
сумма ряда (5.34). Тогда 

Р Р 

$5„( х)й = \(и 1 (х) + ... + и п (х))йх (5.36) 

а а 

будет, очевидно, п-я частичной суммой ряда (5.35). 

По условию теоремы последовательность 

Ф) > ^2 Ф) 8 п (х ) , ... 

частичных сумм ряда (5.34) сходится на сегменте [а, Ь ] 
равномерно. Следовательно, на основании теоремы 
о предельном переходе под знаком интеграла с пере- 
менным верхним пределом (следствие из § 5) последова- 
тельность интегралов 

XX х 

5$ 1 (х)гіх, 5 5 2 (х) йх, .... ^ 5„ (х) йх, ... (5.37) 

аа « 
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также сходится равномерно и имеет пределом 

^ 5 ( х ) Лх. (5.38) 

а 

Но ввиду (5.36) интегралы (5.37) являются частичными 
суммами ряда (5.35). Тем самым доказаны равномер- 
ная сходимость ряда (5.35) и равенство его суммы 
интегралу (5.38). 

Переход от ряда (5.34) и его суммы к ряду (5.35) 
и его сумме называется почленным интегрированием 
ряда. 


Пример. Функциональный ряд 

1— х*+х* — 1)"**» + ... 


(5.39) 


сходится равномерно при | * | 5= а < 1 и, как легко видеть (наш 
ряд является геометрической прогрессией), сумма его равна 


1 + х 2 • 

Следовательно, получаемый почленным интегрированием ряда 
(5.39) от 0 до х < 1 ряд 

ѵЗ уЪ у‘ІП+1 

х -3+-5 -••• + (- 1 > В 2ЙП+- 

также равномерно сходится при |л:|<а< 1, и его сумма равна 

, * 


СІХ 


1+* 2 


агсі§х 


= агсі§х. 


о 


В качестве второго примера почленного интегрирования ряда 
можно вспомнить выведенную в § 5 главы 1 формулу 


у2 уЗ 

х д-~2 + у + 


«+ 1 


+ . . . = — 1п (1 — х). 


§ 10. Почленное дифференцирование 
функциональных рядов 

Теорема (о почленном дифференцировании рядов). 
Пусть ряд 

и і ( х ) "Ь и 2 ( х ) 4" • • • + Мл (х) + ■ • • (5.40) 
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сходится на сегменте [а, Ь ), имеет сумму 5 (я), а его 
члены имеют на этом сегменте непрерывные производ- 
ные, причем составленный из этих производных ряд 

“і ( х ) + иЦх)+... + и' п (х) + ... (5.41) 

сходится на [а, Ь) равномерно и имеет сумму о ( х ). 

Тогда ряд (5.40) сходится на [а, Ь] равномерно и 
производная его суммы равна сумме ряда (5.41): 

~ 5 (х) = о(х). 

Доказательство. Пусть з п (х) — п- я частичная 
сумма ряда (5.40). Тогда 

з п {х) = (щ (х) + . . . + и п (х))' = и[(х)-\-...-{-и' п (х) 

будет, очевидно, п- й частичной суммой ряда производ- 
ных (5.41). 

По условию теоремы последовательность 

5 і ( х )> 8 2(я)> •••> 8 я (■*)>.. . (5.42) 

частичных сумм ряда (5.40) сходится на сегменте Га, Ь] 
а последовательность ’ 

5,'(х). $' 3 (х) з' п (х), ... (5.43) 

частичных сумм также сходится на этом отрезке и 
притом равномерно. 

Следовательно, на основании теоремы о переходе 
к пределу под знаком производной (см. § 6) последо- 
вательность (5.42) сходится равномерно и производная 
ее предела равна пределу последовательности (5.43). 

Пример. Заменяя в ряде из примера § 9 переменную * 
на —х, мы получаем ряд 

1п(1 +*) = *— ^ + ^ — ... + (— 1) л+ і— + ... 

4 0 п 

Из него без труда получается, что 
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Справа здесь стоит некоторый ряд. Продифференцировав его 
почленно, мы получим 




Поскольку здесь 
и п+і 


я + 2 


п+ 1 


Х п +1 


п + І 


(П +1)2—1 

(Л+1)* 


X, 


этот ряд сходится абсолютно и равномерно для всех | х | < 1. 

Следовательно* написанный ряд производных сходится к произ- 
водной от суммы ряда (5.44): 

2 --т + т--"+(- 1 ) л+іМ г^+”- = 


1+х 


-1п (1+х). 


(5.45) 


Эта сходимость равномерная при всех | х | < а < 1. 


ГЛАВА 6 


СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ. ОБЩИЕ ВОПРОСЫ 

§ 1. Определение степенного ряда 

Определение. Функциональный ряд вида 

а 0 + а 1 2 + а 2 г 2 + ... + й„г л + .. / ., (6.1) 

где а 0 , а ъ а 2 , ... не зависят от переменной г, называ- 
ется степенным относительно переменной г рядом. 
Числа а 0 , а и а 2 , ... называются коэффициентами этого 
ряда. 

Так как обычно бывает ясно, по какой переменной 
функциональный ряд является степенным, мы будем 
впредь говорить просто о степенных рядах. 

Как и в случае общих функциональных рядов, 
можно говорить о вещественных и о комплексных сте- 
пенных рядах. 

Именно, если переменная г может принимать ком- 
плексные (и в том числе вещественные) значения, а 
коэффициенты ряда — комплексные числа, то степенной 
ряд называется 'комплексным. 

Если же значения г могут быть только веществен- 
ными, а коэффициенты ряда — тоже вещественные числа, 
то степенной ряд называется вещественным. 

Промежуточный случай, когда значения г должны 
быть вещественными, а коэффициенты ряда могут быть 
комплексными (а п — Ь п -\- іс п ), не представляет большого 
интереса: обычно в этом случае всю нужную информа- 
цию о ряде 

(Ь 0 + гс 0 ) + (Ь 2 ф- ісі) г + . . . + ( Ь п ф- іс п ) г п + . . . 
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можно получить, рассматривая порознь два веществен- 
ных ряда 

Ь 0 + Ь 1 г + ... + Ь п г п + ... 
и 

с 0 + с 1 г + ... + с п г п + ... 


Далее в этой и в следующих главах мы будем рас- 
сматривать как комплексные, так и вещественные сте 
пенные ряды. Разумеется, что каждый раз,^ когда это 
необходимо, мы будем оговаривать, с какой областью 
значений переменных мы имеем дело. Кроме того, как 
это обычно принято, переменная, принимающая ком- 
плексные значения, будет обозначаться буквой г, а 
переменная, принимающая только вещественные значе- 
ния, —буквой х. 

При тех или иных конкретных значениях г 0 , при- 
нимаемых переменной г, ряд (6.1) превращается в чис- 


ловой ряд 

й 0 + ад> + "- + а л г? + ..., 


(6.2) 


члены которого, вообще говоря, комплексные числа. 

Определение. Числовой ряд (6.2) сходится 
абсолютно, если сходится ряд 

| ЙО ! 1 I "К • ■ • "К I о I Ч" • • •» 

составленный из модулей членов ряда (6.2). 

Очевидно, сформулированное определение абсолют- 
ной сходимости совпадает с приведенным в § 1 главы 4. 


2. Теорема Абеля 


Области сходимости степенных рядов устроены до- 
вольно просто. Они описываются следующей теоремой. 
Теорема Абеля Если степенной ряд 

а 0 + а 1 г + ...+л п г п + ... (6.3) 

сходится при некотором х — х^, то он сходится абсо- 
лютно при всех значениях х, для которых 

I г | < 1 г 0 1. 
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пт Н® оборот \ если ряд ( 6 - 3 ) расходится при г=г п 
то он расходится при всех значениях г, для которых 

• I г | > | г„ |. 

числ Д ов 0 ой а р 3 яд ТеЛЬСТВ0 ' Предположим сн ^ала, что 
а 0 + а х г 0 + . . . + а п г п 0 + . , . 

(см°Тб ГЛ?В™“ Слу,ае ' “ К бШ0 ^ановлено ранее 
Ііш а п г п 0 = 0. 

п -*■ 00 

^ лены этого рнда ограничены, т. е. най- 
дется такое К, что при любом номере п 

I а п г п 0 1 < К. 

гае^что г?^0). Тог5 ,2 °' (теМ СаМЫМ МЬІ п РеДпола- 


Мы имеем 
I а п г п | = 


<7 = 


< 1 . 


г п 

О 7 п — 

апг о гп 


= I а п г п 0 


г_ |« 

г о I 


^ і а « г о 1 9" < Кд п . 


Это значит, что при |г|<|г 0 | члены ряда 

I а о I + 1 а х г | + . . .+ 1 а п г п | + . . (6.4) 

начиная с некоторого места, становятся меньше соот- 
ветствующих членов геометрической прогрессии 

к+Кд+...+кч г, - і +..., 

в которой знаменатель меньше единицы Так как 

— ПГ™ Г Д Р Г гакже № 

а 0 + а х г + . . , + а п г п + . . . 

сходится абсолютно. 

Предположим теперь, что ряд 

а о + а х г 0 + . . . 4- а п г п 0 + . . , 


( 6 . 5 ) 
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расходится. Будем доказывать вторую часть теоремы 
от противного. Возьмем некоторое г, для которого 
| г | > і г 0 1, и допустим, что ряд 

а 0 + ауг + . . . а п г п -Ь • • • 

сходится. Но тогда из сходимости этого ряда, согласно 
первой части теоремы, должен сходиться и ряд (6.5), 
что противоречит предположенному. 

§ 3. Круг сходимости ряда 

Теперь мы можем достаточно точно описать области 
сходимости степенных рядов. 

Рассмотрим все значения г, при которых степенной 
ряд 

я 0 + а 1 2 "Ь ■ • • + а п* П + • ■ • . ( 6 - 6 ) 

расходится. Пусть Я — точная нижняя граница модулей 
этих чисел (иными словами, число Я таково, что для 
любого г, для которого \г\<.Я, ряд (6.6) уже сходится; 
такое число существует, потому что всякая убывающая 
последовательность модулей ограничена снизу (нулем)). 
Тогда по доказанному в § 2 при | г | > Я ряд (6.6) 
расходится, а по определению числа Я при 
ряд (6.6) сходится. 

Таким образом, для каждого степенного ряда суще- 
ствует такое вещественное неотрицательное число Я, 
что при | г | <.Я ряд 

«о + а і 2 + • ■ • + а п г " + • • • 

сходится, а при |г|>/? расходится. 

Множество всех комплексных чисел, для которых 
| г | <Я, образует на плоскости комплексных чисел круг 
радиуса Я с центром в точке 0. Этот круг называется 
кругом сходимости данного ряда. 

Радиус Я круга сходимости называется радиусом 
сходимости. 

Заметим, что, говоря о круге сходимости ряда, мы 
имеем в виду сходимость ряда для всех точек внутри круга 
и расходимость его для всех точек, лежащих вне круга. 
Вопрос же о поведении ряда для тех значений г, ко- 
торые лежат на самой окружности, является значительно 
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более деликатным, и ответ на него обычно связан 
с более или менее сложным анализом индивидуальных 
свойств конкретного ряда. 


Пример. Рассмотрим ряд 


-*+- 


г 3 + ...+ (— 1)" — г»+... 


(6.7) 


При г 1 мы получаем гармонический ряд 


1+І+...+4+-- 

который расходится. Следовательно, по второй части теоремы 
Абеля радиус сходимости этого ряда не превосходит единицы: 

менньш ДР р У яд 0Й СТ ° Р0НЫ ' при 2=1 мы иа ( 6 - 7 ) получаем знакопере- 

который сходится. Следовательно, по первой части теоремы Абеля 
р адиус сходимости ряда (6.7) не меньше единицы: Р > і 

і 1 Т НЯЯ сказанное, мы получаем, что радиус 'сходимости 
ряда (6.7) равен единице: Я = 1. 

Иам остается выяснить сходимость ряда (6.7) на самом круге 
сходимости, т. е. для тех значений г, для которых 

!*| = 1 . 

Возьмем такое г и представим его в тригонометрической форме: 
г = С05 ф + 1 8ІП ф. 

Ряд (6.7) при этом приобретает вид 
-созср+усоз 2ф — соз Зф+...| + 

/ і 1 

+ ( ^ — 8ІП ф ЗІП 2ф — -д ЗІП Зф+ ... 

Как было обнаружено в § 7 главы 1 при помощи довольно спе- 
цифических вычислений, ряд 

5іп ф — -I ЗІП 2ф + -~ зіп Зф — ... 

при всех Жф<я сходится и имеет суммой 1/2ф. В силу 
аналогичных соображений при всех -я< Ф < л сходится и ряд 

соз ф — СОЗ 2ф +-І соз Зф— ... 
и тем самым ряд. (6.7). 
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Таким образом, интересующий нас ряд сходится во всех точ- 
ках окружности круга сходимости, за исключением точки г = — 1. 

Круг сходимости ряда может состоять из единст- 
венной точки (в этом случае радиус сходимости ряда 
равен нулю) или, напротив, охватывает всю плоскость 
комплексного переменного (в этом случае принято го- 
ворить, что радиус сходимости ряда бесконечен). 

Примеры. 

1. При любом 2 ф 0 ряд 

0! + 1! г + 21 2 2 + ...+п! г п + ... 

расходится (см. пример б § 2 главы 5). Следовательно, радиус 
сходимости этого ряда равен нулю. 

2. При любом г ряд 

Ш + ІТ + ІГ+ ••• + 7н + 

сходится (см. пример 4 § 2 главы 5). Следовательно, радиус схо- 
димости этого ряда можно принять равным бесконечности. 

§ 4. Вещественный степенной ряд 
и его интервал сходимости 

Если ряд 

а 0 -\-а 1 х + ... + а п х п + . . . (6.8) 

имеет вещественные коэффициенты и переменная х при- 
нимает только вещественные значения, то теорема Абеля 
приводит нас к следующему утверждению: 

Существует такое неотрицательное Я, что при 
х>Я или х< — Я ряд (6.8) расходится, при — Я< 
Я — сходится, а поведение ряда при х=±Я 
подлежит дальнейшему анализу. 

Область значений переменной х, удовлетворяющих 
соотношению 

-Я<х<Я, 

называется в случае вещественного ряда его интерва- 
лом сходимости. За числом Я, как и в комплексном 
случае, сохраняется название радиуса сходимости. 
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§ 5. Равномерная сходимость ряда 
в круге его сходимости 

Теорема. Степенной ряд сходится равномерно 
сходи°юсти МКНУт ° М КРУгв ‘ соде Р жаи і емся в его круге 
Доказательство. Пусть 

а о+йі 2 +. . .+а п г П +. . . (6.9) 

РЯД - И /?-его Радиус сходимости. Возь- 
мем произвольный замкнутый круг, лежащий внутри 
круга сходимости. Очевидно, можно считать, что центр 
меньшего круга также находится в точке 0. (Точнее 
говоря, всякий меньший круг можно охватить кругом 
с центром в точке 0 и целиком содержащимся в круге 

ваюшем СТ кпѵ?р ВН ° МерНаЯ сходамость Ряда в охваты- 
вающем круге влечет равномерную сходимость ц 

в меньшем круге.) Пусть ^-его радиус Возьмем 
точку г 0 , лежащую в кольце между нашими двумя кру 
гами. Так как эта точка расположена внутри круга 
сходимости степенного ряда (6.9), ряд Р Р> 

а о+й]2о-|-. . .+п„г"+. . . 

сходится абсолютно. Но при любом из меньшего 
круга должно, быть | 2і | < 1 2 „ |. Поэтому ° 

I а п г" \ = \а п \\г г | л < | а п | \г 0 | л =| а п г% |. 
?л Л а е в Д ы В 5) е ряд 0 ’ П ° ПРИЗНЗКУ Вейе Р шт Расса (см. § 7 
а о+йх 2 +. . .-\-а п г п -\-. . . 
сходится в меньшем круге равномерно. 

Іе орем а (о непрерывности суммы ряда). Внитои 

ноГфунщией Сти РЯдй СУМШ РЯда ЯвЛЯШСЯ неп Р е Р™- 

Доказательство. Каждая частичная сумма сте- 
пенного ряда, очевидно, есть непрерывная функция По 
скольку по предыдущему в любой замкнутой области 

Г КРУ " ГЭ сходимости Ряда сходимость является 
равномерной, сумма ряда, являющаяся пределом рав- 
номерно сходящейся последовательности непрерывных 
функции, на основании сказанного в § 4 главы 5 сама 
является непрерывной функцией. 
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Доказанные теоремы открывают возможности почлен- 
ного интегрирования и дифференцирования степенных 
рядов. Мы обсудим эти возможности раздельно для слу- 
чаев вещественных и комплексных степенных рядов. 

§ 6. Вещественные ряды 

Теорема (о почленном интегрировании степенного 
ряда). Если пределы интегрирования лежат внутри 
интервала сходимости степенного ряда, то последова- 
тельность интегралов от частичных сумм ряда схо- 
дится к интегралу от суммы ряда. 

Доказательство. Достаточно вспомнить, что 
внутри своего интервала сходимости ряд сходится рав- 
номерно, после чего сослаться на общую теорему § У 

главы 5. , 

Теорема о почленном дифференцировании функцио- 
нальных рядов выглядела более слабой, чем теорема 
об их почленном интегрировании: в теореме о диффе- 
ренцировании требовалась дополнительно сходимость 
ряда составленного из производных членов. Для слу- 
чая степенных рядов это условие внутри интервала 
сходимости выполняется автоматически, о чем свиде- 
тельствует следующая теорема. 

Теорема (о почленном дифференцировании сте- 
пенного ряда). Пусть степенной ряд 

з (х) = а 0 + а 1 х + ... + а п х п + ... ( 6Л0 ) 

имеет радиус сходимости К. Тогда ряд 

о (х) = а 1 + 2а і х+... + па п х п - 1 + ..., (6.11) 

получаемый в результате почленного дифференцирования 
ряда (6.10), также имеет радиус сходимости К. 

П роизводная суммы ряда (6.10) равна сумм ряда (6.11). 

~з(х) = о(х). 

Доказательство. Заметим, прежде всего, что 
вторая часть теоремы следует из первой ее части. Дей- 
ствительно, раз ряд (6.11) имеет радиус сходимости К, 
согласно теореме о равномерной сходимости, он схо- 
дится равномерно в любой замкнутой области интервала 
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сходимости ряда (6.10). Следовательно, мы можем 
сослаться на общую теорему о почленном дифференци- 
ровании функциональных рядов. ^ 

Пѵсть 0 ^ 3 ?-^ ^ а о ТИ п РаДИуС сходимос ™ ряда (6.11). 
усть |л 0 | — р</<. Возьмем произвольно о <•/-<- 7? 

рядаТіоГииг? п ? инадлежит интервалу сходимости 
ряда (0.1 0 ), числовой ряд 

а о + %* + ... + а п хі + . . . 
сходится, и потому 


11т \а п х1 1 = 0. 


Это значит, что при любом е>Д) для достаточно боль- 


I О-пК | < 8. 


Далее, мы имеем 


I па п х п ~' | = 


па п г 


„ 1 ХП—І 
•П о 


Г Г п ~1 


= п I а п г п 


ХП — \ 

|> 


Г Л-І 


Л8 \ Х п |Я — I 

<7 7 


Следовательно, члены ряда 

а і + 2а 2 х 0 + . . . -ф па п х" - 1 + . . . , 


( 6 . 12 ) 


начиная с некоторого места, становятся меньше соот- 
ветствующих членов ряда 


е . 2 е 

Т + Т 


+ ...+ 




п — 1 


( 6 . 13 ) 


Применяя к последнему ряду признак сходимости 
Даламбера, мы получаем д 


п +1 

х 0 

п 

и п+ 1 г 


Г 

п+ 1 р 

и п п 

— е 

ч 


1 п г * 

г 

Г 

1 



< 1 . 
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Следовательно, ряд (6.13) сходится. Поэтому схо- 
дится и ряд (6.12). Значит, по теореме Абеля сте- 
пенной ряд (6.12) сходится в круге радиуса г рав- 
номерно. 

Но число г может быть выбрано сколь угодно близ- 
ким к числу Я- Это и означает, что радиус сходимости 
ряда (6.12) равен Я- 

§ 7. Комплексные ряды 

Теорема о почленном интегрировании степенного 
ряда в комплексной области формулируется и доказы- 
вается практически так же, как и для случая вещест- 
венной области. Это объясняется тем, что интегралы 
в комплексной области имеют много общего с обычными 
интегралами (особенно, если сравнивать их с криво- 
линейными интегралами). 

Теорема. Если степенной ряд сходится равно- 
мерно на некоторой кривой , то его можно интегриро- 
вать вдоль этой кривой почленно. 

Доказательство этой теоремы, как и дока- 
зательство аналогичной теоремы предыдущего параграфа, 
осуществляется непосредственно ссылкой на теорему 
§ 9 главы 5. - 

Теорема о почленном дифференцировании степен- 
ного ряда в комплексной области является существенно 
более сложной, чем в вещественном случае. Мы огра- 
ничимся здесь лишь ее формулировкой. 

Теорема. Если комплексный степенной ряд схо- 
дится равномерно на некотором контуре, то внутри 
этого контура его можно почленно дифференцировать 
и притом сколько угодно раз. 

Пример. Рассмотренный нами в §3 ряд 

-г + 1г2-... + (-1)"1 г » + ... (6. И) 

не сходится на всей окружности своего округа сходимости (именно, 
он расходится при г — — 1). Тем более, он не сходится на этой 
окружности равномерно. Следовательно, мы не имеем права диф- 
ференцировать этот ряд почленно всюду в круге сходимости. 
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Вместе с тем этот ряд сходится равномерно в любой замкну- 
той области внутри своего круга сходимости и в том числе на 
любой окружности вида |г| = р<1. Следовательно, ряд (6.14) 
можно дифференцировать в его круге сходимости, отступая внутрь 
его сколь угодно мало. 

§ 8. Разложение функций в степенные ряды 

Сумма всякого сходящегося степенного ряда является 
некоторой функцией, определенной внутри круга схо- 
димости этого ряда (а также, быть может, еще и в неко- 
торых точках его границы). 

В связи с этим возникают две задачи. Во-первых, 
можно по заданному ряду искать ту функцию, которой 
равна его сумма в области сходимости ряда. Эта задача 
называется суммированием сходящегося ряда. Во-вторых, 
можно по заданной функции искать сходящийся ряд 
того или иного типа, сумма которого в области сходи- 
мости равнялась бы заданной функции. Эта задача 
называется разложением функции в ряд. 

Сейчас мы займемся вопросами разложения функций 
в степенные ряды. В дальнейшем будут рассматриваться 
также разложения функций в тригонометрические ряды, 
с одним примером которых мы уже познакомились 
в § 7 главы 1. 

Наряду со степенными' рядами относительно пере- 
менной г, т. е. рядами вида 

й о + #і2 + . • • + а п г п + . . . , (6.15) 

нам будет удобно рассматривать также ряды, степен- 
ные относительно переменной г — а, т. е. ряды вида 

«о + а* (г-а)+... + а п (г-а) п +... (6.16) 

Ясно, что подстановкой у = г — а второй из этих рядов 
превращается в первый. Поэтому если круг сходимости 
первого ряда состоит из всех точек, для которых 
|г|=^> то по тем же самым причинам круг сходимо- 
сти второго ряда состоит из всех тех точек у, для ко- 
торых \у\ЩК, т. е. \г — а\-^Я. Иными словами, на 
комплексной плоскости, на которой изображается неза- 
висимая переменная г, круг сходимости ряда (6.16) 


§ 9. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 
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имеет тот же радиус К, что и круг сходимости ряда 
(6.15), а центр его расположен в точке а. 

В частности, если ряды (6.15) и (6.16) веществен- 
ные, то интервал сходимости ряда (6.16) получается 
путем сдвига интервала сходимости ряда (6.15) на а 
вправо (очевидно, если а<0, то фактически происхо- 
дит сдвиг влево). 

§ 9. Формула Тейлора 

Напомним следующий факт, относящийся к диффе- 
ренциальному исчислению. 

Теорема. Пусть функция / (х) имеет в некотором 
сегменте непрерывные производные до (п-\-\)-го порядка 
включительно, а точка а находится внутри этого сег- 
мента. Тогда для любого х из этого же сегмента имеет 
место формула Тейлора 

I (х) = }(а) + (х - а) Г -^ + (х - «) 2 Цр + ... 

... + (х-а) п ^@ + Я п (х), (6.17) 


где остаточный член Ц п ( х ) может быть записан в виде 

/и*)=(*-«) л+1 9ттуг ( 6 - 18 ) 


( форма Лагранжа ), причем \ лежит между а и х. Оче- 
видно, число ^ можно записать также в виде а + Ѳ (х — а), 
где | Ѳ | < 1 . 

Доказательство. Пусть остаточный член Н п (х) 
определяется равенством (6.17). Покажем, что он дейст- 
вительно имеет вид, описываемый в (6.18). С этой 
целью фиксируем значения а их, введем новую пере- 
менную у и рассмотрим функцию 


Ч>(У) = І(У) + (х-У)~ + (х-У) і! -^-+ ... 


... + (х-у) п 


Г п) (у) 

п\ 


(. х-уГ 1 


*»(*) 

(х — а)'*+1 • 


Очевидно, между а их функция ф (у) непрерывна и диф- 
ференцируема. 
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Полагая у—х, мы непосредственно получаем 

Ф (*)=/(*). (6.19) 

а полагая у=а, мы имеем 

ср(а) = ?(а) + (х-а)^+(х-а)*!^.+ ... 

... + ( Х -а)’ + <*_ аГ > , -_!Ш_ . 

Согласно (6.17) правая часть этого равенства равна Их) 
так что ' 

4>(а) = !(х). (6.20) 

Из (6.19) и (6.20) на основании теоремы Ролля для 
некоторого I, лежащего между а их, должно быть 


Но 


Ф'© = 0. 


ф' (у) = /' (У) - Г (У) + (х-у) - 

-(х-у)^ + (х-уу 


Г" (У) 

21 


( 6 . 21 ) 


+ ( х ~У) п[ ^-(п+1) 1 ^ф г (х-уГ, 


т. е.\ 


<0 -(* - У)" - (л + 1) 


и (6.21) переписывается как 


(х-1) 


пГ п+1 ‘ © 


щ — («+ 1 )-^г^г(^-І) в =0, 


откуда 




а это и требовалось. 


§ 10. РЯДЫ ТЕЙЛОРА И МАКЛОРЕНА 
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§ 10. Ряды Тейлора и Маклорена 

Если функция / (х) имеет в некотором сегменте 
производные всех порядков (раз они имеются все, 
каждая из них будет дифференцируемой и поэтому 
непрерывной), то можно написать формулу Тейлора 
для любого значения п. 

Положим при любом /і=1, 2, ... 

П а) + (х-а) } -^ + ... + (х-аГ^=8 п (х) (6.22) 

и 

/ (х)-5„ (*) = /?„(*)• 

Если 

Ііш Я п (х) = 0, (6.23) 

п — ► 00 

то ряд 

П а) + (х-а)^ + ... + (х-а) пГ - ... (6.24) 

сходится, и его суммой будет функция / (х). 

Определение. Представление функции /(х) в ви- 
де ряда 

І(х) = [(а) + (х-а)^ + ... + (х-а) п ^+ ... 


называется разложением этой функции в ряд Тейлора. 

В частности, при а — 0 разложение в ряд Тейлора 
называется разложением в ряд Маклорена : 


I ( Х ) = І (0) + х 


ПО) , , Г Л"И 0) , 

_ гп+--- +х + 


Подчеркнем, что остаточный член в формуле Тей- 
лора (6.17) для функции /(х) не обязательно является 
остатком ряда Тейлора (6.24) этой функции. Поэтому 
из сходимости ряда Тейлора для функции /(х) еще 
не следует его сходимость именно к этой функции. 


118 


ГЛ. 6. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ. ОБЩИЕ ВОПРОСЫ 


Следовательно, при разложении функции в ряд Тейлора 
следует проверять соблюдение условия ( 6 . 23 ). 


Пример. Приведем пример функций, 
рых сходятся, но не к самим функциям. 
Возьмем произвольную функцию вида 


ряды Тейлора кото- 


ф(*) = 



если х Ф О, 
если х = 0, 


(6.25) 


где Р — некоторый полином. Ясно, что при хфО и таком что 
1 /х не корень Р , должно быть и ср (х) Ф 0, так что функция ’т ( х ) 
во всяком случае тождественно нулю не равна. * 

Функция Ф(х) при х?=0, очевидно, непрерывна. Для про- 
верки ее непрерывности при х=0 положим 1 /х = и. Тогда мы 
получим ѵ А а мм 


ср (х) = Р (у) е у \ 

так что, применяя нужное число раз правило Лониталя, мы будем 


Ііт ф(х)= Нт ^-М.= о. 
* -* о у со е у 


(6.26) 


Значит, функция ф (х) непрерывна и при х=0. 

Найдем теперь производную функции ф (х). При х=ьОмы 
можем ее получить дифференцированием соответствующего анали- 
тического выражения: 


Ф-М-Р'(і) 



где <2 — некоторый полином. 

Для вычисления значения производной при х=0 восполь- 
зуемся формулой Лагранжа: 


Ф (х) - ф (0) 

х 


= ф' (Ѳх), где 0 < Ѳ < 1. 


(Применение формулы Лагранжа здесь законно, так как функция 
Ф(х) оказывается непрерывной, а при х Ф 0 и дифференцируемой.) 
Переходя в этом равенстве к пределу при стремлении х к нулю 
справа или слева, мы, как и при выводе (6.26), получаем (пара- 
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метр Ѳ ограничен и нарушить сходимость аргумента к нулю 
не может) 

ф' (0)= Іігп ф' (х) = Ііт ф' (Ѳх) = Пт ^ ^ 0. (6.28) 

х -+ 0 х — 0 *-»0 х 


Из (6.27) и (6.28) мы видим, что производная всякой функ- 
ции вида (6.25) существует и сама имеет вид (6.25). Ее можно 
поэтому дифференцировать еще раз и снова получить функцию 
вида (6.25) и т. д. Таким образом, всякая функция вида (6.25) 
имеет производные сколь угодно высоких порядков и все они 
также имеют вид (6.25). 

В частности, 

ф (0) = ф' (0) = ... = ф<»>(0) = 0. 


Поэтому в формуле Тейлора (6.22) для этой функции при а = 0 
мы имеем 


$ п (*) = Ф(0) + х 


Ф'(0) 




ф |Я| (0) 

п\ 


при любом п. Отсюда следует, что 

Т п (X) = ф (*) — 5„ (х) — ф (х ) , 

так что Я п (х) вовсе не стремится к нулю с ростом п. Таким об- 
разом, в нашем примере ряды вида (6.24) сходятся и суммы их 
тождественно равны нулю, отличаясь тем самым от функций ф (х). 


Из приведенного только что примера видно, что не 
всякая функция может быть разложена в ряд Тейлора. 
Однако если разложение функции в какой-либо степен- 
ной ряд вообще возможно, то оно является разложе- 
нием в ряд Тейлора. 

Теорема. Пусть 

І ( х ) — с о + Сі (х — а) + . . . + с п {х — а) п -}- . . . , (6.29) 


где стоящий справа ряд сходится в некотором сег- 
менте [а — Я, а + Я] к функции { (х). Тогда этот ряд 
является рядом Тейлора, т. е. 


с п 



(6.30) 


Доказательство. Применяя к равенству (6.29) п 
раз теорему о почленном дифференцировании степенного 
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ряда (§6), мы имеем 

I"’ <*> =«К + ^ с„ І (*-») + (*-„)•+... 

Если в этом тождестве положить х—а, то все слага- 
емые справа, кроме первого, обратятся в нуль и мы 
получим 

/ (п > (лг) = /г!с„, 
откуда и следует (6.30). 

Из доказанной теоремы вытекает, что функция, рас- 
смотренная в последнем примере, не может быть пред- 
ставлена в окрестности точки х=0 не только суммой 
своего ряда Тейлора, но и суммой какого-либо другого 
степенного ряда. 

Как другое следствие доказанного мы получаем, 
что если имеются два разложения одной и той же 
функции / (х) в одной и той же области в ряд 

Нх)=*а 0 + а 1 (х-а) + ... + а п ( х-а) п + ... 

и в ряд 

!(х) = Ь 0 + Ь 1 (х-а) + ... + Ь п (х-а) п +...., 

то оба эти ряда являются одним и тем же рядом Тей- 
лора и поэтому совпадают, т. е. 

йо = &оі — а п — Ь п ,... 

Удобный для практических приложений признак раз- 
ложимости функции / (л:) в ряд Тейлора описывается 
следующей теоремой. 

Теорема. Если функция / (х) имеет производные 
сколь угодно высоких порядков и существует такая по- 
стоянная С, что при любых х и п 

I /<"»(*) К С, 

то функция / {х) разлагается в ряд Тейлора : 

Г(х) = І(а) + (х-а)!^ + ... + (х-аУ^+... 
при любом а. 
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Доказательство. По условию для остаточного 
члена К п (х) для функции / (х) в формуле Тейлора мы 
имеем 


1 Н Л) 

|Я л (*)І = |(*-я) п Ьгі 


^ С 


| х — а I» 
п\ • 


так что 

Пт | /?„ (х) | < С Ііт ^^ = 0, 

п-+ со п -*со 1 


и требуемое установлено. 


ГЛАВА 7 


СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ. ПРИМЕРЫ И ПРИЛОЖЕНИЯ 

§ 1. Разложение функции е х в ряд Маклорена 

Поскольку 



так что при / (х) = е х 


/( 0 ) = /'( 0 ) = . .. = /("> ( 0 ) = . . . = 1 , 

формула Тейлора для функции е х с а = 0 будет иметь 
вид 


+ . . . ■ 


х п х п +1 е 1п 


-|-ц і- 2! < 


где 0 ^ ?я х. Для остаточного члена мы имеем пои 
любом х ^ 

х п+1 

7 „, П [ —е х Ѵ\т ——— = 0 . 

«-.оо ( л + I) 1 п-юо^+ОІ 


, . х пП е ІЛ „«+1* 

Нш ^-т4гг<1іш * е 


, (п+1)! 

Следовательно, ряд 

1+ ТГ + Д + -*- + ы +■•• 


(7.1) 


сходится при любом х (впрочем, эта сходимость нам 
уже известна; она была установлена в § 2 главы 5) 
и суммой его является функция е х . ' 

г Заменяя в (7.1) х на— х, мы получаем 


—х і х . 

1 — ТГ + 2Г — 


+ (7-2) 


Областью сходимости этого ряда также является вся 
прямая. 
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§ 2. Разложения в ряды Маклорена 
гиперболических функций сНлс и зЬ х 


Составим ряд, членами которого являются полу- 
суммы соответствующих членов рядов (7.1) и (7.2): 


сЬ х 


е-к+е--* 

2 



+ ІГ + - + 


Х 2П 

(2 П)\ 


Этот ряд также сходится при любом х (см. теорему 
о сложении рядов § 8 главы 2). Аналогично, вычисляя 
полуразности (см. теорему о вычитании рядов в § 8 
главы 2) соответствующих членов рядов (7.1) и (7.2), 
мы получаем также всюду сходящийся ряд 


зЬ х-- 


е х — е х 


. х ы . х и , , 

* + зГ + 5Г + — + 


Х 2П + 1 

(2 л + 1)! 


+• 


§ 3. Разложения в ряды Маклорена 
тригонометрических функций сок х и зіп х 

Для функции соз х мы имеем 

й ■ <Р сР 

^созх = — зшх, ^ со$х = — созх, созл:=зіпд:, 

а* 

соз X = соз X, ... 


Следовательно, формулой Маклорена для созх будет 


„ , X 2 . X 4 X е 

соз*=1- 2 7 + 4Г-6Г 

Здесь при любом х 


+ ■ 


11Ш X- 

П —*■ СО 


■2 п 


соз І„ 


(2 л)! 


(ові.а*), 


- 1 • х 2 " г\ 

мт- 0 ' 


ІІГП Х 2п+1 
п-*оо 


8ІП % 

(2л + 1)! 


= 0 . 


и точно так же 
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Поэтому остаточный член стремится к нулю. Следова- 
тельно, мы можем написать разложение в ряд Макло- 
рена с05л:: 


у2 у4 

С05 *=1-я +ІІ 


. + (-!)" 


у2П 

(2л)Г+-" 


Аналогично получается разложение в ряд Макло- 
рена функции зіпд:: 


8іпл: = уу — 


31 



... + (- 1 )" 


Х 2П+1 

(2/1+1)! 


+ ... 


§ 4. Показательная функция 
с комплексным значением показателя 

Займемся определением показательной функции а г , 
где а — вещественное и неотрицательное число, а пока- 
затель 2 может принимать не только вещественные, но 
и комплексные значения. Для этого можно взять неко- 
торое характеристическое свойство функций а х для ве- 
щественных значений х (т. е. такое свойство, которым 
обладают только эти функции), которое поддается пе- 
реносу на случай комплексных значений независимого 
переменного, и, пользуясь, именно этим свойством, рас- 
пространить определение функции на комплексные зна- 
чения аргумента. 

Нам будет удобно, положив Ілй = а, рассматривать 
функции 

а* ■ — р(Іп а)х — с аХ' 

Лемма. Если непрерывная функция / (х) отлична от 
тождественного нуля и такова, что для любых х и у 

І ( Х +У)=!(х)[(у), (7.3) 

то 

! {х)=е ах 

при некотором а. 

Доказательство. Прежде всего, возьмем такое 
х у ^что / ^ 0. По условию леммы такое х непременно 

найдется. Для этого х должно быть 

/ (*) = / (А + 0) = / (х) / (0), 
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откуда 

/(0)=1. (7.4) 

Кроме того, мы имеем 

+ т)-?(|)/(1)й0. (7.5) 

Если / ( 1) = 0, то, очевидно, при любом целом п 

і(і)—ѴТШ=о 

и в силу обусловленной непрерывности функции { (х) 

/ (0)= Пт /(!) = О, 

что противоречит (7.4). Значит, в (7.5) имеет место стро- 
гое неравенство. 

Следовательно, найдется такое а, что 

/(1)«Л 

Далее, для любого значения х вида (где п — це- 
лое положительное число) мы имеем 

откуда 

/(*) = /(уу) = е“" =е 0 *. 

Пусть теперь х — ^, где п — целое отрицательное число. 

Тогда — п будет целым положительным числом и мы 
на основании условия леммы имеем 

Но по предыдущему 
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так что (7.6) дает нам 



Для рационального значения х=~ должно быть по- 
этому 

' м = I {") “ / (4 + • ■ ■ + і) - {г ШГ = {е -■ Г - 

т 
а — 

= е п = в ах 

Пусть, наконец, х принимает произвольное вещест- 
венное значение х~х 0 . Как известно, можно составить 
последовательность рациональных чисел (например, де- 
сятичных дробей) х ъ х 2 сходящуюся к х 0 : 

Нт х п = х 0 . 

п — ► оо 

Тогда на основании обусловленной непрерывности 
функции ! и известной непрерывности функции е ах будет 

Н х ) — I (х а ) = I (Ут х п ) = Нт / (х п ) = Нт е ах " = 

" — — СО П-*- оо 

а Нт х 

=е п -* со —е ах о=е ах . 
Объединяя все сказанное, мы видим, что 
/ (х) — е ах 


для всех значений х, а это и требовалось. 

Следствие. Если функция / (х) удовлетворяет 
условиям леммы (т. е. при любых х и у выполняется 
равенство (7.3)) и 

Г(1)< 


= е“о, 


(7.7) 


то 


/ (х) = е а о х . 

Доказательство. Согласно лемме должно быть 
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и, в частности, 




Вместе с (7.7) это дает нам а = а 0 , откуда и следует 
требуемое. 

Теорема. Пусть значение функции [ (г) для любого 
вещественного или комплексного г определено как сумма 
ряда 



(7.8) 


Тогда функция /(г) непрерывна, отлична от тожде- 
ственного нуля и для любых комплексных г х и г 2 


І {г і + г 2 ) = !(г 1 )І(г 2 ). 


Доказательство. Ряд (7.8) сходится при любом 
вещественном значении г. Следовательно, по теореме 
о непрерывности суммы ряда (§ 5 главы 6) / (г) является 
непрерывной при любом вещественном значении г функ- 
цией. Кроме того, / (г) отлична от тождественного нуля 
(например, /(0)=1). 

По правилу умножения рядов мы имеем 




1Ш у 2! 2! 


У 

У 


+ 


уЗ/2! 


+ 


или, объединяя слагаемые «по диагональным линиям», 
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мы получаем 1 ) 
Нгі)[(г 2 ) = 1 + 


г і + г 2 , ( г і + г г ) 2 


1! 


' + 


21 


+ ... + 


+ 


( г і + г 2 ) п 

п\ 


+ ••• — I ( г і + г 2 ). 


Из этой теоремы следует, что сумма ряда (7.8), как 
функция г, обладает тем важным характеристическим 
свойством функции е г , которое выделяет ее из всех непре- 
рывных функций. Поэтому естественно определить зна- 
чение суммы ряда (7 .8) при произвольном г, веществен- 
ном или комплексном, как значение функции е*\ 


ег = І + ТГ + 2Т+- + Ж 


г п 


+ .. 


(7.9) 


§ о. Формулы Эйлера 
Положим в формуле (7.9) г = іу : 


е<:у== і+тг + 


Ш 2 I (іу) 3 , (іуГ , («# 
т 3! “ГГ + ~ + 


2 ! 


4! 


“1 + Иг-Іг-* 


; У’ 


51 


11 ~ 2! -І 1Т + 1Г + * 

= ( 1_ 1г + 1г - ■••) + ' (іг- 31 

= С08г/4-/$іпі/ 
и аналогично 

е~ іу = со$у — і 5іп у. 
Отсюда мы получаем 

е іу + е -іу 

2 — " = СО!» У 


5! 

+,...= 

У 3 , У ь 
3! 51 


(7-Ю) 

(7.11) 

(7.12) 


9 В самом деле 


г п г гп— 

8 _|_ 1 8 


г^гп-2 . гп 

— 1 2 I і 1 

21 (л-2)! + ••• + 


п\ г 1! (л — II) 

= лІ^( г 2 + С і г і г 2~ І + С л г і г 2 _2 + ..• +*")= 1 (гі+г^я 
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И 

е‘У — е~‘У 

2 і = 8Ш у. (7.13) 

Для г=х-\-іу, где х и у — вещественные числа, фор- 
мулы (7.10) и (7.11) дают нам 

е х +‘У =е х е‘У —е? (со$ у + і зіп у). (7. 14) 

Соотношения (7.12) и (7.13) называются формулами 
Эйлера. Вместе с формулой (7. 14) формулы Эйлера уста- 
навливают связь между тригонометрическими функциями 
и показательной функцией с комплексным показателем. 


§ 6. Тригонометрические функции 
от комплексного значения аргумента 

Степенные ряды для тригонометрических функций 

і у2 у4 

С05 Х= 1 2|~ + 4У — •••. 


8іп *=тг-5- + !--- 


сходятся при любом вещественном значении х. Следо- 
вательно, по теореме Абеля Должны сходиться, и при- 
том абсолютно, ряды 


1— * + Л _ 

21 ^ 4! 


г_ г 3 г 5 

1! 3! ІТ 


при любом комплексном значении г. 

Примем поэтому значения сумм этих рядов в качестве 
значений тригонометрических функций: 


С05 2 = 1 


22 іі 

^ 4! 


2 ! 


+ (- 1)" 


г 2П 


(2 я)! 


(7.15) 


г 3 


8Ш2 1 ! 31 + 51 

5 Н. Н. Воробьев 


2>2Л + 1 

••• + (- 1 ) Л Т^ХпГ+...(7.16) 


(2п+1)І 
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§ 7. Гиперболические функции от комплексного 
значения аргумента 


Подобно тому как это было сделано в предыдущем 
параграфе для тригонометрических функций, мы можем 
определить значения гиперболических функций при ком- 
плексном значении аргумента: 


сЪг=1 + {- + 


зЬ2 = ТГ 


+ 

г 6 


(2/г)! + 


+ "зГ + ТГ + • • ■ + 


5! 


(2л+1)І 


+ 


(7.17) 
(7: 18) 


Полагая в (7.17) и (7.18) іг вместо г, мы получим 
сЬ(гг)=1--| г + -| г + ... + (— \) п -~ + ... =со 5 2 


и аналогично 



+ (- 1 )" 


г 2П + 1 
(2/1+ 1)! 



— І 8ІП 2. 


Таким образом, установлена непосредственная связь 
между тригонометрическими и гиперболическими функ- 
циями. 


§ 8. Вычисление значений функций при помощи 
ряда Мак лорена 

Разложения функций в ряды Маклорена позволяют 
во многих случаях вычислять с большой точностью зна- 
чения этих функций. Вычислим, например, с точностью 

до пяти знаков у / е = е“П 
Мы имеем 

+іѴ_і і , 0,01 , 0,001 , 

- 1 +-ТГ + -2Г + ~ЗГ- + . . . 

Значит, е од близко к единице. Остаточный член /? 3 имеет 
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вид 

Р-000 1 л 

41 е ’ 

где 0 <^<0,1, так что и е * близко к единице. Поэтому 
ненаписанные члены в разложении е 0 - 1 не повлияют на 
первые пять знаков после запятой и их можно отбро- 
сить. Вычисление дает нам е°- 1 = 1,10517. 

Иногда при вычислении значений функций удобно 
пользоваться почленным дифференцированием или инте- 
грированием рядов. 

Рассмотрим, например, разложение в ряд 

тЬ* = 1-* 2 + *4- ... 

Очевидно, стоящий справа ряд сходится равномерно при 
|*|=с<1 и поэтому (см. § 9 главы 5) его почленное 
интегрирование между 0 и х<1 законно. Выполнение 
этого интегрирования дает нам 


йх 


.1 1+х‘ 


уЗ у5 

= агсі§х=х-^ г + - .. 


(7.19) 


В частности, при х = 0,1 мы имеем 
агсі§ 0, 1 == 0,1 — - 


Этот ряд — знакочередующийся. Поэтому его остаток не 
превосходит последнего отброшенного члена. Удерживая 
в нем два первых члена, мы получим значение 

агс!§ 0, 1=0,09967 

с пятью верными знаками. 

Разложением (7. 19) арктангенса в ряд можно восполь- 
зоваться для вычисления значения я. 

Для этого вспомним сначала, что 


2а = 


2 1§ а 
1 - 1§ 2 а ’ 


б* 
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Поэтому 


2агсі§а = агс1е Т~2- 


В частности, при а = 1 мы имеем 

2^ 

2 агсі§ 1 = агсі§ — ~ = а гсі ё 
1_ 25 

и, далее, , 


_ 5 _ 

12 


4 агсі§ 1 = 2 агс!§ ~ = агсі§ 


1 — 


Л 

12 , 120 
119 


25 

144 


= агсІ§ 


Примем теперь во внимание, что 


так что 


і §(к _р )= *ер_ 
ѵ ^ і+іваіер’ 


агсі§ а - агсі§ Ь = агсіе 1—1- 

ь І+аб 


При а = -Л и 6=1 мы получаем 

120 


-1 


агсіё - агсі ё 1 = агс1§ 1^ = агсі ё Л- 


Значит, 


119 


агс1§1=4агс1§1- а гс1 ё Л-. 
Но агс1§1=-5. и потому мы имеем 


-^ = 4 а гсі§1-агсі§ 


239 
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Вычисляя по формуле (7.19) значения стоящих справа 
арктангенсов, мы можем получить я с любой наперед 
заданной точностью. 

Предположим, что нас интересует значение я с точ- 
ностью до ІО -7 . Это значит, что мы можем положить 

агсіс— ' 1 
ё 239 — 239 3 - 2393 


следующий член разложения есть ^ 239~ в < КН 0 ) и 
* 1 1 


3-5’ ~ 5 • 5 6 


7 • 5 7 


9 • 5 е 


^следующий член разложения есть ^ 5- и < 10~ 8 ^. Окон- 
чательно мы получаем 


+ і | і \ 

V 5 3 • 5 3 ' 5 • 5 6 7-5 7 ^ 9-5» ) 

2§9" “ з - 239 3 ) = 4 • 0.19739556 - 0,00418408 = 

= 0,78539816, 


откуда я = 3,141 59264. 

Зная значение я, можно в свою очередь весьма точно 
вычислять значения тригонометрических функций от аргу- 
ментов, заданных в градусной мере. 

Например, при вычислении 5 Іп5° = 8іп^ мы имеем 


• с° Я 1 / я \з . 

8Шб — 36 6 ( 36 ) — 


Ограничиваясь написанными первыми двумя слагаемыми, 
мы допустим ошибку, которая не будет превосходить пер- 
вого из отброшенных членов (ибо мы имеем дело со знако- 
чередующимся'” рядом), т. е. 


1 

120 



< ю- 7 . 


Вычисление дает нам 


5Іп 5° = 0,0872664 - і 0,0006646 = 0,087156. 
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§ 9. Биномиальный ряд 

Найдем разложение в степенной ряд функции 

/ (*) = (1 +х)‘ (7.20) 

{I — произвольное вещественное число) 

Дифференцируя равенство (7.20) п раз, мы получаем 
/ (п > (х) = і (і — 1) ... (^ — л-)- 1) (1 -(- лг) / '- л , 

так что 


ряд 


/ (п) (0) = /(/_1) ... (/_ я+ і). 

Следовательно, рядом Маклорена функции /(*) будет 




-| Н<-1) ... «-„+!) 

(7.21) 

Ьсли число і — целое и положительное, то в /-м и во всех 
последующих коэффициентах появляется равный нулю 
сомножитель. Поэтому эти коэффициента, а следова 
тельно, и сами члены, обращаются в нуль и ряд Д пре - 
ращается в конечную сумму. Если же число і нецелое 
или целое, но отрицательное, то ни один из коэффициентов 
ряда в нуль не обратится и нам придется иметь дело с беско- 

кпэгЬІГ РЯД0М ' ЭТ ^ Т ряд называе тся биномиальным, а его 
коэффициенты - биномиальными коэффициентами По 
внешнему виду они напоминают обычные биномиальные 
матике. ЦИеНТЫ ' рассматриваемьі е в элементарной мате- 
Определим радиус сходимости биномиального ряда 
5“ Г„ С0СТаВИМ РЯД И3 модулей членов биномиаль- 
бера. Р Мы имеем° ЛЬЗУеМСЯ Признаком ходимости Далам- 

... (/ — п+1) 


И„ = 


и п + 1 = 


п\ 


І (I— 1) ... (I— п) 

” (Л +1)1 


-х п 
х п+1 1, 


и п + 1 _ \і — п I 
и п П-\-\ 


так что 
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и потому 


ІІШ Ііш 

«-» оо м л л-»оо 


I *-я| 

я+1 


*| = |*|. 


Следовательно, при |х|<1 биномиальный ряд абсолют- 
но сходится, и можно говорить о его сумме з(х). 

Нам остается проверить, что ряд (7.21) действительно 
сходится к функции /( х ). 

Внутри своего интервала сходимости биномиальный 
ряд (как и всякий степенной ряд) сходится равномерно. 
Поэтому применима теорема о почленном дифференци- 
ровании ряда (см. § 10 главы 5), которая дает нам 


5' (*) = /+ ‘ {і и 1} х + 


Ц ‘- О (<-я+і ) гП . г 
(Я- 1)1 


+ 


(7.22) 


Умножим обе части написанного равенства на 1+х 
и приведем подобные члены. (Эта операция законна, 
так как при |х|<; 1 ряд, стоящий в (7.22) справа, схо- 
дится абсолютно.) В результате мы снова получим сходя- 
щийся ряд, в котором коэффициентом при х п (п = О, 1, . . .) 
будет сумма двух соседних коэффициентов умножен- 
ного ряда: 

Ц1-\) ... (і-п+\) , і(і-\) ... (і-п+\)(і-п) 

(л- 1)1 ^ л! 

Эту сумму можно переписать как 

<(<-!) ••• Р-я+1) (, , і-п \ _ 1 (і- 1) ... р-п+1) , 
(л— 1)1 \ ‘ л ) п 1 1 • 

Мы получили умноженный на I коэффициент при х п 
в биномиальном ряде (7.21). Таким образом, в области 
сходимости биномиального ряда 

(1+х) 5 ' (х) = (5 (х). (7.23) 

Рассмотрим теперь отношение 

5 (х) _ 5 (х) 

Тм~ (\+х) ( 

и найдем производную этого отношения 

3 ( X ) _ $' (х) (1 +х)<— 3 ( X ) І (1 +Х) 1 ' 1 _ (1 +х)5' ( х) — із (х) 

йх{\ +хУ~ (1+х) 2 ' ~ (1+хУ+і 
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так^что^ ( 7 ’ 23 ^ числитель последней дроби равен нулю, 

сі 8 ( X ) 


<1х (1+*)' 


= 0 . 


Следовательно, отношение Щ является постоянной: 


Их) 


--С. 


(7.24) 

Д лл определения этой постоянной положим в (7.20) и 
в (/./I) х — 0. При этом мы, очевидно, получим 


так что 


/ (0) = 1 и 5 (0) = 1 , 




(7.25) 


Таким образом, из (7.24) и (7.25) следует, что 
з(х) = [(х) = (1+хУ, 

т. е. ряд Маклорена функции (1+хѴ при Ы <1 схо- 
дится к этой функции. Поэтому мы можем написать 

<і+*>'=і+т*+-Ц=^+...+ 

+пь. ‘ . )-('-"+!> ^ + „, 

Придавая і те или иные значения, можно получать 
различные полезные формулы. ^ 


Примеры. 

1. При I— 1/3 мы имеем 


Ѵі+х-1+ 3 х 2П32 Л ^зП38 
2. При I = — 1/2 получаем 


2 ѵ2 і 2 -5 3 2-5-8 . 

* + о 7 о. X 3 — х*+ ... 


41 - З 4 


1 


ТТтт =1 4* + іт* 3 




2-4-6 


2 • 4 • 6 • 8 


и т. п. 
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§ 10. Приложения биномиального ряда 


При помощи биномиального ряда можно быстро и 
довольно точно вычислять значения корней из чисел, 
а также значений различных функций. 


Пример. Вычислить У 35 с точностью до. 0,0001. 
Мы имеем 
5/ 


у/ 35 = 2 |/ 


35 

32 


= 2(1 + 


_ 3 _ 

32 


~ 2 ( 1 + - — 

= г 1 1 + 5 32 

= 2 + А_ 
+ 80 


4 З а 
21 • 5 а 32 г 
9 


6400 


= 2,0361. 


Следующий член будет 

4-9 З 3 1 

3! • 5 3 32 3 — 25000 


0,00004. 


Биномиальный ряд является основой многих дальней- 
ших разложений функций в ряды. Найдем, например, 
разложение в ряд Маклорена функции агсзіпх. 

Рассмотрим биномиальный ряд при і— — Ѵ 2 и неза- 
висимой переменной — х 2 : 


1 

ѴГ^х* 


1 + -х 2 

2 ' 


1 -3 


21 - 2 2 


X 4 


1-3-5 
31 • 2 3 


Х в + ... 


Почленное интегрирование этого ряда от нуля до х<1 
(такое интегрирование законно, так как мы остаемся 
в пределах области сходимости ряда) дает нам 


С / ах — = агс5Іпх=х + — х 3 + 

3 У I — х 2 2-3 

+ 2! • 2 а -'5 Х * 31 • 2 3 • 7 ХІ ‘ ^-26) 

Как следует из сказанного в § 9 главы 5, этот ряд 
сходится в интервале |х|<1- Впрочем, это можно уста- 
новить и непосредственно, применяя признак сходи- 
мости Даламбера. 


§ 11. Разложение в ряд Маклорена 
логарифмической функции 

Воспроизведем разложение в ряд Маклорена лога- 
рифмической функции 1п(1+х) (ср. § 10 главы 5). Пола- 
гая в основной формуле для биномиального ряда і = — 1, 
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мы имеем 

1 , 

1+Х ~ 1 —Х + Х 2 — ...+( — 1) п х п + ... 

Этот ряд сходится равномерно при I * |< я<г - і 
можно произвести интегрирование от (Гдо ?< і ЧТ ° 

X 

1 ТТ7= 1п ( І +^)=^-? 1 г х ~+... 

г {7 - 27) 

сходится та°кжеТ™рТх=Рсходимо^ полученный Р Я Д 
вольно медленная Так на гпянтт Д мость этого ряда до- 
т. е. при х=\, мы получаем инте Р вала сходимости, 

ряда Т будет Р оцениваться ^све^у НИ числсш И |^ ВЬІ ^ ленов 


1п (1 — х) = -х-~ _ т! 




... (7.28) 


Почленное вычитание ряда (7.28) из (7.27) дает нам 


і"457 = 2(л + | + | + 

Полагая теперь 

1 +Х __ Л+1 


(7.29) 


1-х 

мы принимаем тем самым 
х = 


2п+1 ’ 
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и формула (7.29) переписывается как 

, п+\ 0 / 1 1 1 \ 

П п \2л+ 1 3 (2л+ I) 3 5 (2л + 1)^ ' ' 

Пример. При п= 1 

Іп2 = 2 (з - + 3735 + 57Ж + -)• 

Стоящий в скобках ряд сходится быстрее, чем геометрическая 
прогрессия со знаменателем 1/9. Поэтому удержание каждого сле- 
дующего члена увеличивает точность в определении 1п 2, грубо 
говоря, на один десятичный знак. 

§ 12. Приближенное вычисление определенных 
интегралов при помощи степенных рядов 

Вычислениями значений функций вычислительные 
приложения теории рядов далеко не исчерпываются. 
При помощи рядов можно вычислять определенные ин- 
тегралы, а также находить решение дифференциальных 
уравнений. 

Приведем несколько примеров. 


Пример. Вычисление интегрального синуса: 

X 

С ЗІП X , 

51П * = \ СІХ. 

} * 


Мы имеем 


х з х ъ у 2 /г+і 

зіп х = х — ... + (— 1) л (2л+1 )|+..., 


откуда 


зіп х . х а х* 

— - 1 -оТ + 


-т- - .. 4-Г— П™ — 

3! ч- 5 І •••4-1 Ч (2„+і)! 




(этот ряд сходится, как и предыдущий, при всех значениях х). 
Следовательно, 


Л 

С 8ІП * л X 3 X» , , ... 

і х ах ~ х 31 - 3 + 5! - 5 '•• + ( } 


(2я+1)!(2п+1) 
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По Д ст авляя в ряд вместо х те или иные конкретные знячрнип 
функции ’ МЫ М0ЖеМ ВЫЧИСЛЯТЬ интересующие нас значения 

? ЫЧИСЛеНИе интег Р алов при помощи рядов можно 
исчисл Н ения ВаТЬ С ° бЫЧНЫМИ "Ридами интегрального 


Примеры. 
1. Вычислить 


/(*) 


X 

Г 8ІП X 


Подстановка V х =у приводит этот интеграл к виду 
~-сіу 2 = 2 ^ 8ІП у*ау, 


откуда 


Ѵх 

I (х)= 2 Ц + . .. + (_!)!• 

п 


^4/г+2 

(2л+1)І 


тг+... )ау 


Стоящий под знаком интеграла ряд сходится при всех у- поэтому 

ѴТ 


/(■*) = 2 


и, наконец, 


У 1 

3! -7 


+ ••• + (- 1 )" 


./4Л+3 


(2+1)! (4/г + З) 


+ ... 


/М= 21 / 7 (т~зГТ+--+(- 1 ) л 


х 2л+1 


+... 


(2«+ 1)1 • (4л + 3) 

2. Большое значение в теории вероятностей имеет интеграл 

X Х 2 

ГЁГК' 5 *'- 

О 

Мы Я получим ЫЧИСЛеНИЯ Заменим В формуле ( 7 - 2 > х иа 1/2* 2 . 


X 1 
~2 


=і— + + 


іі \ 2 _і 

2 і 21 




б 
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Этот ряд сходится равномерно в любом сегменте [0, х]. Поэтому 
интегрирование этого ряда законно и дает нам 


Ѵ2: 


м 

2л л 


* _Д_ 
е 2 <1х = 


-ркН , -т+2т^--+(- 1 >" 

’ о 


п\ ■ 2 п 


+ . . . ) Лх = 


1 / X 3 X 5 

~УШѴ 2 • 3 2! • 2 а • 5" 




п\ -2" (2л +1) 


+ • 


§ 13. Приближенное интегрирование 
дифференциальных уравнений при помощи 
степенных рядов 

При помощи разложений функций в степенные ряды 
можно приближенно интегрировать разнообразные диф- 
ференциальные уравнения. Не вдаваясь здесь в сложные 
теоретические соображения и не касаясь многочислен- 
ных практических приемов, мы ограничимся лишь одним 
примером. 

Пример. Найти решение уравнения 

у"=ху (7.30) 

при начальных условиях 

Ух— 0 =1 > Ух = 0 = 0 - 

Будем искать решение этого уравнения в виде степенного от- 
носительно х ряда 

у = а й + а 1 х + ...+а п х п + ... (7.31) 

При наших начальных условиях 

а 0 =1, Щ = 0. 

Дифференцируя этот ряд дважды, мы получаем 

2 а 2 + 6о 3 х + . . . + (л+ 1) (п + 2) а п+ г х п + . . . , (7.32) 

а умножая этот же ряд на х, мы имеем 

вцХ + Щ* 2 + . . . + а п -іх п + • • • (7.33) 
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Приравнивание коэффициентов членов рядов (7.32) и (7.33) с оди- 
наковыми степенями х дает нам 

2а г = О, 

6а 3 = 1, 

12а 4 = 0, 

20 а 3 = 2 , 

ЗОа^ = аз, 

42а, - а 4 , 


Нетрудно увидеть, что здесь оказывается 

а г — °5 = • • • = й 3л+2 = . . . = О, 
а 4 = а, = . . . = а 3л+1 = . . . = О, 

а =-і_ 1 1 

3 2-3 ’ 0в 5-6 ° 3 ’ йзл+3 ~ (Зп + гЙЗп + З)" а * п ' 

Иными словами, в ряде (7.31) 

1 - 4.7...(Зя-2) 


„ 1 1-4 

а 0 — 1, «8 — з|-, а е — 


<*зп = - 


(Зп) I 


а остальные коэффициенты этого ряда обращаются в нуль. 
Таким образом, мы получаем ряд 


• + 


3! 


з _±. * ' 4 х в _і_ 

' 6! * + '" 


1 • 4 ■ 7 . . . (Зя — 2) 

(Зл)! 


х зп + ... (7.34) 


Этот ряд сходится при любом значении х. В самом деле, приме- 
нение признака сходимости Даламбера дает нам 

и п + 1 _ °зл+з х з _ 1 з 

и п а 3п (Зп + 2) (Зя + З) Х ’ 


и с ростом п это отношение стремится к нулю при -любом х. 

Обозначим через а (х) сумму ряда (7.34). Согласно сказанному 
в § о главы 6 сумма ряда 


* + ^ г Х 4 + ..,+ — І ,7 -( ЗЛ ~ 5 ) зп-2 I 

3! ^ ^ (Зл — 3)1 х + "-’ 


(7.35) 
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полученного двукратным почленным дифференцированием ряда 
(7.34), равна $" ( х ). С другой стороны, каждый член ряда (7.35) 
равен соответствующему члену ряда (7.34), умноженному на х. 
Следовательно, сумма ряда (7.35) равна хз(х). 

Таким образом, мы видим, что сумма з (х) ряда (7.34) удов- 
летворяет дифференциальному уравнению 

5*2 3 (*)=**(*)• 

т. е. дифференциальному уравнению (7.30). Кроме того, очевидно, 
з (0) = 1 и з'(0) = 0. (7.36) 

Однако существует лишь одна- функция, удовлетворяющая 
уравнению (7.30) и начальным условиям (7.36). Поэтому у — а-(х). 
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ГЛАВА 8 


ОРТОГОНАЛЬНЫЕ И ОРТОНОРМАЛЬНЫЕ 
СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ 

§ 1. Проекции и разложения векторов 

Данный параграф является вспомогательным. В нем 
излагаются элементарные сведения по векторной алгебре. 
Читатель, знакомый с ними, может этот параграф при 
чтении пропустить. ^ ^ 

Далее длина любого вектора а будет обозначаться 
че ^ ез г ,' й! І' Иног Да длина вектора называется его нор- 
мой. Подчеркнем, что длина любого вектора является 
неотрицательным числом. Пусть вектор а расположен 
на оси (У. Припишем в этом случае его длине знак 4- 
если направление а совпадает с направлением і/, и 
знак — , если эти направления противоположны. Длину 
вектора на оси, рассматриваемую вместе с приписанным 
ей знаком, будем называть алгебраической длиной век- 
тора на оси. 

Проекцией вектора а на ось (на направление) і/ на- 
зывается вектор, расположенный на оси і/, алгебраи- 
ческая длина которого равна 1 

\а\со 8 (аГѴ). (8.1) 

Далее мы будем рассматривать координатные про- 
странства и векторы, проведенные из начала координат 
в каждую точку пространства. 

Рассмотрим сначала обычное трехмерное векторное 
пространство с ортами і, і и к, соответствующими на- 
правлениям координатных осей X, У и 2. Любая линей- 
ная комбинация этих ортов, т. е. любая сумма вида 

хі +УІ + г к, (8.2) 
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где х, у и г — вещественные числа, является вектором 
рассматриваемого пространства. Коэффициенты х, у и г 
называются компонентами вектора (8.2). Сложение век- 
торов осуществляется сложением их соответствующих 
компонент, а умножение вектора на число — умножением 
каждой из компонент на это число. 

Наоборот, какой бы мы вектор а в пространстве ни 
взяли, можно найти такие числа х, у иг, что а при- 
обретает вид (8.2). Таким образом, можно говорить, что 
каждый вектор а трехмерного пространства может быть 
разложен «по .векторам» і, ] и к. 

Геометрический смысл компонент в разложении (8.2) 
данного вектора а достаточно прост, но вместе с тем 
чрезвычайно важен, и его обобщение послужит нам удоб- 
ной иллюстрацией при наглядном истолковании разло- 
жения функций в ряды. 

Эти компоненты х, у и г суть алгебраические длины 
проекций вектора а соответственно на координатные оси 
X, У и 2. 

Если II есть координатная ось X, то (8.1) приобре- 
тает вид 

| а [ соз (а, X). 

Перепишем это выражение в координатной форме. 

Прежде всего, из теоремы Пифагора следует, что 
если вектор а имеет вид (8.2), то длина его равна 

Ѵх 2 + у 2 + г 2 . (8.3) 


Кроме того, мы видели, что алгебраическая длина 
проекции вектора (8.2) на ось X есть*. Учитывая (8.3), 
это можно записать как 

у х 2 + у 2 - 1-г 2 со$ (аГх) = д:, 


откуда 


соз (а, X) = 


X 

Ух 2 + у 2 + г 2 " 


Но, очевидно, 


(8.4) 


соз (а, X) = соз (X, а), 
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и (8.4) переписыЁается как 

соз (а, X) = соз (хР а) = 

Аналогично получается, что 


Ѵх*+у* + г*' 


СО 8 (а, У) = соз (У, а ) 


_ У 

Ѵх*+у°- + г*' 


соз (о, I) = соз (2, «) = - ■ г 

Возьмем теперь вектор 


(8.5) 


( 8 . 6 ) 

(8.7) 


& = *'і + г/'і + г'к. 

Алгебраическая длина проекции Ь на направление век- 
тора а есть сумма алгебраических длин проекций трех 
векторов х'і, у') и г'к на это направление. Но согласно 
(8.1) эти алгебраические длины будут равны соответ- 
ственно 

х'соз (Хра), у' соз (Ура), г' соз (2, Рг) 

(для тех компонент х', у’, г', которые неотрицательны, 
эти выражения просто совпадают с (8.1); для отрица- 
тельных же компонент направления соответствующих 
векторов х'і, у'] или г'к противоположны направлениям 
своих осей, и косинусы изменят знаки, компенсируя 
отрицательность компонент). 

Таким образом, алгебраическая длина проекции Ь 
на а будет равна 


*' с08 (хТа) + у' соз (Ура) + 2 ' соз (2ра), 
или, учитывая (8.5), (8.6) и (8.7), 


х’х+у'у + г’г 
V х 2 +г / 2 + г 2 ’ 


(8.8) 


Вместе с тем на основании формулы (8.1) эта про- 
екция есть 


|6|соз(а, Ь ) 


(8.9) 


§ 1. ПРОЕКЦИИ И РАЗЛОЖЕНИЯ ВЕКТОРОВ 147 


а 

\Ь\-Ѵх'* + у'* + г'\ 

Из (8.8), (8.9) и (8.10) следует, что 

/ ч х'х + и'и + г'г 

со § (а, Ь ) = ; у Т 

> Ѵ 2 -|-;/' 2 + г ' 2 | Лс 2 + </ 2 + г 2 

Стоящее здесь в числителе выражение • 

х'х + у'у + г'г = хх' + у у' + гг’ 


( 8 . 10 ) 

( 8 . 11 ) 


называется скалярным произведением векторов а и Ь и 
обычно обозначается через аЬ. 

В частности, при а — Ь 

аЬ = аа = х 2 + у 2 -\-г 2 = \а \ 2 . 

Непосредственно из определения скалярного произ- 
ведения видно, что эта операция обладает свойствами 
коммутативности: 

аЬ = Ьа 


и дистрибутивности относительно действий сложения 
вектора и умножения вектора на число: 

а ( Ь + с)=аЬ + ас , 

1(аЬ) = {Щ Ь. 

Однако закону ассоциативности скалярное умноже- 
ние, вообще говоря, не подчиняется: (аЬ) с есть вектор 
с тем же направлением, что и вектор с, а вектор а ( Ьс ) — 
с тем же направлением, что и а. Поэтому в скалярных 
произведениях более чем двух векторов порядок выпол- 
нения умножений обязательно следует отмечать скоб- 
ками. 

В терминах скалярных произведений и норм формулу 
(8.11) можно переписать, как 

/ — щ аЬ 

со5 («• 

В связи с этим алгебраическая длина проекции Ь на 
направление вектора а равна 

! Ь | сое (аГ&) = . 
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Выраженная в длинах вектора а, она приобретает вид 

аЬ 

ПГр ( 8 - 12 ) 

Важным частным случаем взаимного расположения 
векторов является тот, когда они взаимно перпендику- 
лярны. Перпендикулярные векторы называются также 
ортогональными. Очевидно, нулевой вектор, т. е. вектор, 
все компоненты которого равны нулю, ортогонален лю- 
бому вектору (в том числе он является единственным 
вектором, который ортогонален самому себе). Если нам 
дан некоторый набор векторов, в котором любые два 
вектора ортогональны друг другу, то этот набор назы- 
вается ортогональной системой векторов. Говоря о век- 
торах, составляющих ортогональную систему, мы будем 
считать, что среди этих векторов нет нулевого. Очевидно, 
всякая ортогональная система векторов в трехмерном 
пространстве состоит не более чем из трех векторов. 

Если векторы а и Ь ортогональны, то косинус угла 
между ними обращается в нуль и (8.11) дает нам 

аЬ=хх'+уу' + гг' = 0 . 

Пусть теперь а х , а 2 , а 3 — произвольная ортогональ- 
ная система векторов, а вектор л: является их линей- 
ной комбинацией: 

х=х 1 а 1 + х 2 а 2 + х 3 а 3 . (8.13) 

Коэффициенты х х , х 2 и х 3 можно выразить через ска- 
™Р«ь іе произведения. Умножим для этого каждую часть 

(8.13) скалярно на а х : 

ха і = (х х а х ) а х + (х 2 а 2 ) а х + (х 3 а 3 ) а х = 

= х х (а х а х ) + х 2 (а 2 а х ) + х 3 (а 3 а х ) . (8.14) 

Но 

= I 2 , 

а ввиду взаимной ортогональности векторов а х , а 2 и а 3 
а 2 а х = а 3 а х = 0. 
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Следовательно, (8.14) приобретает вид 
ха^х^а^, 

откуда 



(8.15) 


Сравнение с формулой (8.12) показывает, что х х есть 
алгебраическая длина проекции л; на направление а ъ 
выраженная в длинах вектора а х . 

Аналогично скалярное умножение (8.13) на с 2 и 
на а 3 дает соответственно 


*2 


ха г 

I а 2 Р 


И *з 


ха 3 

|в. Г 


(8.16) 


Таким образом, формулу (8.13) можно записать 


как 


х 


ха і , ха 2 

І«1 I 2 1 I «2І 2 


а 2 Л 


ха 3 
і «з I 2 


а 3 . 


(8.17) 


Правую часть этой формулы называют разложением 
вектора х по ортогональной системе а ъ а ъ а 3 . 

В действительности любой вектор х трехмерного 
пространства может быть представлен в виде (8. 13) и 
тем самым в виде (8.17). Мы, однако, намеренно 
оставляем в стороне этот вопрос, ограничиваясь сле- 
дующим утверждением: если вектор л: имеет вид (8.13), 
то соответствующие коэффициенты вычисляются по 
формулам (8.15) и (8.16). Условие: «если х имеет 
вид. ..» — не является тривиальным. Проиллюстрируем 
его содержательность на следующем примере. Пусть 
нам даны два ортогональных вектора, а х и а ъ и век- 
тор л;, представленный в виде 

х = х 1 а 1 -\-х 2 а г . (8.18) 

Тогда, действуя, как и выше, мы получаем 

“-йИ+кт- 0 *- < 8Л9 > 

Очевидно, не всякий вектор трехмерного пространства 
представим в виде (8.18) (например, если а х = і, а а 2 — ], 
то в виде их линейных комбинаций можно представлять 
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лишь векторы, лежащие в плоскости XV). Однако если 
это имеет место, то справедлива формула (8.19). 

Обратимся к важному частному случаю. Будем 
называть вектор нормированным, если его длина (норма) 
равна 1. Система векторов называется нормированной, 
если каждый входящий в нее вектор нормирован. Оче- 
видно, для превращения вектора в нормированный 
(или, как говорят, для его нормировки) достаточно 
разделить вектор на его длину, на его норму. 

Ортогональная и нормированная система векторов 
обычно называется ортонормальной (или ортонормиро- 
ванной) системой. 

Вернемся теперь к ортогональной системе векторов 
а ъ а 2 , а 3 и предположим, что она является ортонор- 
мальной, т. е. что 

|в 1 | = |а а | = |а 3 | = 1. 

В этом случае формула (8.17) приобретает особенно 
простой вид: 

X = (дгоі) + (ха 2 ) а 2 + (ха 3 ) а 3 , (8. 20) 

т. е. коэффициенты разложения вектора по ортонор- 
мальной системе являются скалярными его произведе- 
ниями на векторы системы. 

Примером ортонормальной системы является тройка 
векторов і, }, к, и само задание вектора в виде (8.2) 
является его разложением по этой системе. 

Все сказанное выше можно перенести и на случай 
конечномерного, «-мерного пространства, в котором 
векторы являются последовательностями из п вещест- 
венных чисел: 

х — {х\, х 2 х п ). (8.21) 

Сложение «-мерных векторов и умножение их на 
вещественные числа, как и в трехмерном случае, про- 
изводятся покомпонентно. 

Компоненты х ъ . .., х п вектора (8.21) можно пони- 
мать как алгебраические длины его проекций на коорди- 
натные оси Хі , . . . , Х п . За длину вектора х естественно 
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принять выражение 

V х \ + •••+■$• 

Рассматривая плоскость, проходящую через ось 

вектора л: и координатную ось Х г (г'= 1 «), мы 

имеем 

С08 (Х^Хі) = Хі — . 

ѴЧ+--+* 

Если ввести другой вектор 

У = (Уі, ••• . Ун), 


то, подобно тому, как это было в трехмерном про- 
странстве, 


С08 (лг, у) — 


х іУ\-\-"--\-Х п у п 


V - *? + •• -+ Х П Ѵу\ + ----\-Уп 


где стоящее в числителе выражение называется ска- 
лярным произведением векторов х и у. Как и в трех- 
мерном случае, оно обозначается через ху и является 
операцией, коммутативной и дистрибутивной относи- 
тельно сложения векторов и относительно умножения 
вектора на число. 

Называя векторы в «-мерном пространстве ортого- 
нальными, если их скалярное произведение равно 
нулю, мы можем говорить об ортогональных системах 
векторов в «-мерном пространстве. Ясно, что в «-мер- 
ном пространстве ортогональная система векторов 
может состоять не более чем из « векторов. 

Пусть а т («г л) — произвольная ортого- 

нальная система векторов в «-мерном пространстве, а 
вектор х имеет вид 


х — Х\йх -Т х 2 а 2 + . . . + х т а т . 


Тогда, умножая это равенство скалярно на а,- 
(г=1, ..., т), мы получаем, что 

ха; , 

' | х/ . 2 » ^ 1 > * • • > М, 

т. е. 


х = 


ха г 


«1 + ...+ 


ха„ 


,а„ 


V 


( 8 . 22 ) 
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Правая часть этой формулы называется разложением 
вектора х по ортогональной системе а ъ ... , а т . 

Если векторы а ъ , а т нормированные, т. е. если 

|а 1 | = ... = |а т |== 1, 

то система а ъ ..., а т называется ортонормальной и 
формула (8.22) приобретает вид 

х = (лгОі) «! + ... + (ха т ) а т . (8.23) 

Из наглядных соображений видно (строгого дока- 
зательства мы приводить не будем), что при т<п не 
всякий вектор пространства может быть разложен по 
системе а ъ ... , а т . Однако из сказанного следует, 
что если он все-таки разлагается, то это разложение 
имеет вполне определенный вид, описываемый в (8.22), 
а для случая ортонормальной системы — в (8.23). 

В качестве примера ортонормальной системы в 
«-мерном пространстве векторов (8.21) можно указать 
систему векторов («координатных ортов»): 

( 1 , 0 , .... 0 ), 

(0,1 0), 

(6,6, '..7, і)'. 

По этой системе разлагается любой вектор (8.21) и 
коэффициентами разложения являются сами компоненты 
вектора. 

§ 2. Векторы и функции 

Всякий вектор, понимаемый как последовательность 
чисел, является своего рода функцией. При этом неза- 
висимой переменной можно считать номер компоненты 
вектора, а зависимой переменной — величину компо- 
ненты. Так, например, вектор (3, 7, —12) может быть 
задан и в виде таблицы 


Номер компо- 
ненты 

і 

2 

3 

Величина ком- 
поненты 

3 

7 

—12 
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С другой стороны, и функции обладают многими ос- 
новными свойствами векторов. Их можно, подобно век- 
торам, складывать, причем значения функции-суммы 
равны суммам соответствующих значений функций-сла- 
гаемых. Их можно и умножать на число, причем на 
это число умножается каждое значение умножаемой 
функции. 

Оказывается, что для функций удается обнаружить 
аналоги и дальнейших понятий векторной алгебры: нор- 
мы, скалярного произведения (тем самым можно в ка- 
ком-то смысле говорить и о «косинусе угла между 
двумя функциями»), ортогональной и ортонормальной 
систем и разложений по таким системам. 

В § 1 речь шла о конечномерных пространствах. 
В таких пространствах удается найти конечную (т. е. 
состоящую из конечного числа векторов) ортогональ- 
ную систему, по которой можно разложить любой вектор 
пространства. Пространство функций вещественного аргу- 
мента конечномерным уже не является, и потому та- 
кой конечной ортогональной системы в нем найти не 
удастся. В связи с этим возникает вопрос о поисках 
бесконечных систем функций, которые могли бы стать 
основой разложения достаточно разнообразных функ- 
ций, и о нахождении коэффициентов в этих разло- 
жениях. 

Но разложение функций по бесконечной системе 
перестает быть обычной суммой, превращаясь в ряд или 
даже в интеграл. Такого рода разложения будут рас- 
сматриваться в оставшихся главах курса. 

§ 3. Нормированные и ортогональные функции 

Скалярным произведением векторов является сумма 
произведений их компонент. 

Пусть фі (х) и ф 2 (х) — две функции, заданные на 
сегменте [а, Ь ] и непрерывные на нем. Интеграл от 
их произведения 

ь 

^ Ф! (х) ф 2 (х) йх (8.24) 

а 

по своей внешней форме сильно напоминает скалярное 
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произведение (не следует забывать, что интегрирование 
является своеобразной разновидностью суммирования). 

Поэтому все те понятия, которые определяются че- 
рез скалярные произведения векторов, и все свойства 
векторов, которые выражаются через их скалярные 
произведения, можно попытаться распространить и на 
непрерывные функции, пользуясь вместо скалярных 
произведений интегралами вида (8.24). 

Норма вектора (т. е. его длина) есть квадратный 
корень из скалярного произведения вектора самого на 
себя. Поэтому естественно ввести следующее опреде- 
ление. 

Определение. Нормой функции ф(х) на сег- 
менте [а, Ь ] называется квадратный корень из интеграла 
ь 

5 Ф 2 (*) <Ьс- 

•ч. а 

Если этот интеграл равен единице: 

ь 

^ ер 2 ( х ) йх = 1 , 

а 

то функция ф(х) называется нормированной на \а, Ь\. 

Ортогональность векторов означает равенство нулю 
их скалярного произведения. 

По аналогии введем определение ортогональности 
функций. 

Определение. Функции фі (х) и ср 2 (х) назы- 
ваются ортогональными [а, Ь], если 
ь 

^ Фі (х) ф 2 (х) йх = 0. 


§ 4. Ортогональные и нормированные системы 
функций 

Рассмотрим теперь последовательность функций 

Фі(х), ф 2 (х), .... (8.25) 

заданных и непрерывных на сегменте [а, Ь], среди 
которых нет функции, тождественно равной нулю. 
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Определение. Последовательность (8.25) назы- 
вается нормированной на сегменте [а, Ь], если норми- 
рована каждая функция последовательности, т. е. если 
ь 

^ ф п (х) йх — 1 при любом п. 

а 


Последовательность (8.25) называется ортогональной на 
сегменте [а, 6], если ортогональны на этом сегменте 
две различные входящие в нее функции, т. е. если 
ь 

\ц> п (х)у т (х)йх = 0 при пфт. 


Последовательность (8.25) называется ортонормаль- 
ной (или ортонормированной) на некотором сегменте, 
если она является нормированной и ортогональной, 
т. е. 



1, если п — т, 
О, если пфт. 


Пример. Система функций 

1, СОЗХ, ЗІП х, соз 2т, зіп 2х, ... (8.26) 


называется системой тригонометрических функций. Эта система 
ортогональна на сегменте [ — я, л]. В самом деле (мы далее будем 
для единообразия полагать 1=соз0л:), при п = 0, 1, 2,...' 

... , т= 0, 1, ... и пфт 


Л. 31 

^ соз пх соз тх Лх = у ^ (соз (п — т) х + соз (п+т) х) сіх = 

—я —я 

я 

= \[^^^- т)х+ К^^ { - п+т)х ) | =°- 

—я 

Далее, при п= 1, 2, ... , т= 1,2,... и пфт 
я я 

^ зіп пх зіп тх = ^ (соз (п — т) х — соз (пфт) х йх — 


1 ( 1 


2 \п — т 


зіп ( п — т)х - 


пфт 


зіп (пфт) х 
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и, наконец, при любых я = 0, 1, 2, ... и /я=1, 2, ... 

Л л 

^ соз пх зіп тх = ^ ^ (5Іп (т + п) х + зіп (т — п) х) бх. 

— я —я 

Здесь интеграл от каждого из слагаемых равен нулю, потому 
что при к ф О 


а при к = О 


зіп кх(1х = г соз кх 

к 


зіп кх — О 


= 0 , 


тождественно на [ — я, я]. 

Таким образом, система (8.25) на сегменте [—я, я] является 
ортогональной. Нормированной на сегменте [— я, я] эта система 
не будет, так как 


5 


Я 


соз 2 пх сіх = 


$ 


я 

зіп 2 ПХ (ІХ — — ^ (соз 2 пх + зіп 2 пх) йх — 
—л 



(ІХ =я 


и нормой каждой из функций зіп пх и соз л* является У л, 
а норма единицы, очевидно, равна У2л. 


§ 5. Нормировка систем функций 

Следующий переход от произвольной системы, задан- 
ной на некотором сегменте функций ср г (х), ф 2 ( х ), 
к нормированной на этом сегменте системе называется 
ее нормировкой. Он довольно прост и сходен с норми- 
ровкой векторов. Для того чтобы его осуществить, 
достаточно вычислить для каждой из функций после- 
довательности (8.25) интеграл 
ь 

$ф 1{х)сіх=\ п 

а 

и разделить каждую функцию ф„ на Ѵ)Г п . Очевидно, 
при этом мы получим нормированные функции: 



§ 6. РАЗЛОЖЕНИЕ ПО СИСТЕМАМ ФУНКЦИЙ 
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Нормировка системы тригонометрических функций 
(8.26) на сегменте [ — я, я] состоит, таким образом, в де- 
лении единицы на ]/2я и в делении каждой из осталь- 
ных функций на У~п. В результате получится ортонор- 
мальная на сегменте [ — я, я] система функций 


1 1 

-у= -т= С08 

V 2я ’ У п 


X, 


г^тЗІПХ, -у= С08 2х, 
У л У п 


- 7 = зіп 2х, ... 
У л 


Получение из некоторой последовательности функ- 
ций ортогональной системы называется ее ортогонализа- 
цией. Этот процесс более сложен, чем нормировка, и 
даже не всегда возможен. Мы здесь не будем останавли- 
ваться на этом вопросе. 

§ 6. Разложение по системам функций 

Пусть снова дана заданная на [а, Ь ] последователь- 
ность функций 

Фі(*). Щ{х) Ф п(х), .... (8.27) 

а І(х) — некоторая функция, также заданная на [а, Ь\. 
Мы будем рассматривать вопросы, связанные с разло- 
жением функции / (х) в ряд по системе функций (8.27), 
т. е. с представлением функции /(х) в виде суммы 
сходящегося ряда 

/ (х)=а 1 ц 1 (х) + а 2 ф 2 (х) — ... — а п (р п (х) + . . . 

С такого рода представлениями функций мы уже 
встречались при разложении функций в ряды Тейлора 
и Маклорена. В случае рядов Тейлора в качестве 
последовательности (8.27) бралась последовательность 

1, х — а, (х — а) 2 , ..., (8.28) 

а в случае рядов Маклорена — последовательность 

I, х, х 2 , ... (8.29) 

Хотя разложение функции в ряды Тейлора и Мак- 
лорена весьма полезно для теории и практики, но оно 
страдает рядом недостатков. К их числу следует отне- 
сти то, уже отмечавшееся обстоятельство, что суммами 
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сходящихся степенных рядов могут быть лишь функ- 
ции, дифференцируемые сколько угодно раз. Вместе 
с тем как в самой математике, так и в ее приложениях 
приходится исследовать функции, имеющие «неплавно- 
сти», «изломы» и даже «скачки». 

Кроме того, ни одна из последовательностей (8.28) 
и (8.29) не является ортогональной ни на каком из 
сегментов. Поэтому на разложения функций в ряды 
Тейлора и Маклорена не удается перенести приемы, 
применяемые при разложениях векторов по ортогональ- 
ным системам. 

^Описанная в § 4 система тригонометрических функ- 
ций и некоторые близкие ей системы лишены указан- 
ных недостатков степенных рядов. Разложения по этим 
системам будут рассматриваться в следующей главе. 


1 


ГЛАВА 9 

РЯДЫ ФУРЬЕ 


§ 1. Ряды и коэффициенты Фурье 

В § 1 главы 8 мы выяснили, что если нам даны три 
вектора 

#і. #2> а 3 , 

і 

составляющих ортонормальную систему, т. е. векторы, 
для которых 

|01І = |«2І = |«ЗІ=1, 
а г а 2 = а 2 а 3 = а 3 а х = О, 


то любой вектор х можно представить в виде 


х — Хі 4" х 2 (і'2 Ц- х 3 и 3 , 


где коэффициентами х ъ х 2 , х 3 являются соответственно 
скалярные произведения а ± х, а 2 х и а 3 х. 

Пусть нам дана ортонормальная на сегменте [а, Ь ] 
последовательность функций 

Фі (-*)> фзМ. .... Ф п(х), ... (9.1) 


и некоторая непрерывная функция /(х). Займемся зада- 
чей о разложении функции / (х) в ряд по функциям 
(9. 1), т. е. о представлении функции / (х) в виде 

/ (•*•) = а іфі ( х ) + а 2 ф ‘2 (х) + . . . + й„ф„ (х) 


Следуя проводимой нами аналогии между векторами 
и функциями, найдем числа 


ь 

а п = \І (х) Ф„ (х) сіх, 


а 


П= 1, 2 


(9.2) 
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и составим ряд 


а іфі (х) + < 2 - 2 ф -2 (х) + . . . + а п <р п (х) + . . . ( 9 . 3 ) 


Определение. Ряд (9.3) называется рядом 
Фурье функции по системе функций (9.1). Коэффициенты 
этого ряда называются коэффициентами Фурье функ- 
ции / (х) по системе (9.1). 

Сравнительно простой и удобной системой функций 
для разложений в ряд Фурье по ней на сегменте [ — л, л] 
является описанная в главе 8 нормированная система 
тригонометрических функций 


Ѵ^’Ѵ=, С0&Х ’ Гп 8іпх ’ 7=п С052х ’ ѵ=п 5[п2х ’ 


Разложение функции [ (х) в ряд Фурье по этой 
системе на сегменте [—л, л] имеет вид 

оо 

/(•*) = лг+ ^ (а п со&пх -\-Ь п 5Іп пх), (9.4) 

п=1 


где коэффициенты Фурье определяются по формулам 

Я 

а ° = І $ Нх)<1х, (9.5) 

— Л 
Л 

= ^ ^ / (*) С08 пх йх, п— 1, 2, ... (9.6) 

— Л 
Л 

Ь * В Ц ^ / (х) 8Іп пх сіх, П= 1, 2 ,... (9.7) 

— я 


Ряд (9.4) называется тригонометрическим рядом 
Фурье, чтобы отличать его от рядов Фурье, получаю- 
щихся при разложениях по другим системам функций 
Однако тригонометрические ряды Фурье употребляются 
в теории и практике по сравнению с остальными рядами 
Фурье столь часто, что обычно их называют «просто» 
рядами Фурье. Ряды же Фурье по другим системам 


§ 1. РЯДЫ И КОЭФФИЦИЕНТЫ ФУРЬЕ 
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функций называются часто «обобщенными» рядами 
Фурье !). 

Заметим, что при я = 0 

С08 ПХ = С08 0=1. 

Поэтому формулу (9.5) можно рассматривать как част- 
ный случай формулы (9.6), который получается при 
я = 0. Поэтому мы будем в тех случаях, когда это пред- 
ставится удобным, формулы (9.5) и (9.6) объединять 
в общую формулу 

Л 

а« = - Л ! (х) С08 пх йх, п= 0, 1, 2,... (9.8) 

— Л 

Отметим еще следующее терминологическое обстоя- 
тельство. Характеризация некоторого ряда как триго- 
нометрического означает, что этот ряд имеет вполне 
определенный внешний вид : его членами являются три- 
гонометрические функции вида с 08 пх и 8Іп пх, снаб- 
женные теми или иными коэффициентами. Характери- 
зация же ряда как ряда Фурье указывает на вполне 
определенное происхождение его коэффициентов по фор- 
мулам типа (9.2) (в тригонометрическом случае эти 
формулы заменяются на конкретные формулы (9.5) — (9.7)). 

Если функция / ( х ) непрерывна (или хотя бы кусочно 
непрерывна) на сегменте [ — л, л], то все интегралы 
вида (9.2) имеют смысл, и таким образом можно гово- 
рить о ряде Фурье этой функции и о его сходимости. 
По аналогии с векторами можно было бы ожидать, что 
сумма ряда Фурье функции / (х) должна существовать 
и быть равной самой функции / ( х ). Обычно так оно 
и есть, хотя, конечно, может оказаться, что ряд Фурье 
некоторой функции / (х) не сходится вовсе или же схо- 
дится,^ но не к функции /(х), а к какой-нибудь совсем 
другой функции. С подобным явлением мы уже встре- 
чались при разложениях функций в степенные ряды. 

В связи со сказанным перед нами встает задача: 
выяснить, в каких случаях ряд Фурье функции / (х) 

2 ) Следует подчеркнуть, что тригонометрические ряды Фурье 
рассматривались и до Фурье (1768 — 1830); сам Фурье ввел в науч- 
ныи обиход ряды более общего вида. 

6 Н. Н. Воробьев 
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сходится к этой функции. Оказывается, что для до- 
вольно широкого класса функций это действительно так. 

Не вдаваясь в исчерпывающее исследование вопроса, 
мы приведем систему достаточных условий для того, 
чтобы функция / ( х ) была разложима в тригонометрический 
ряд Фурье в сегменте [ — я, л]. Переход от этого сег- 
мента к произвольному другому сегменту не является 
принципиальным, и мы увидим, что это можно проде- 
лать уже легко. 

§ 2. Условия Дирихле и теорема о разложении 
функции в ряд Фурье 

Определение. Функция / ( х ) называется кусочно 
монотонной на сегменте [а, Ь], если этот отрезок раз- 
бивается на конечное число сегментов 

[а, х х ], [х ь х 2 ], [х 2 , х 3 \, .... [х п , Ь], 

в каждом из которых функция / (х) монотонна. 

Если функция / (х) кусочно монотонна на сегменте 
[а, Ь ], то в любой внутренней точке этого сегмента 
существуют правые и левые пределы ее значений, т. е. 


пределы 

Ііш і (х) ==/. (с — 0), 

х -*-с — 0 


Ііш /(х) = /(с + 0). 

Х—С+ 0 


Теорема. Если функция ( (х) задана на сегменте 
[ — л, л] и является на нем кусочно непрерывной, кусочно 
монотонной и ограниченной, то ее тригонометрический 
ряд Фурье сходится во всех точках сегмента [ — л, л]. 

Если 5 (х) — сумма тригонометрического ряда Фурье 
функции / (х), то во всех точках непрерывности этой 
функции 

5 (х) = /(*), 

а во всех точках разрыва 

' 5(л:) = у (/(х — 0) + /(х + 0)). 

Кроме того, 

5 (л) = 5 (- л)= 1(/(л-0)4-/(-л + 0)). (9.9) 
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Условия этой теоремы часто называются условиями 
Дирихле, а сама теорема — теоремой Дирихле. Доказа- 
тельство теоремы Дирихле выходит за пределы данного 
курса. 

Из теоремы Дирихле видно, что значения функции 
Т{х) в точках ее разрыва не влияют на ее ряд Фурье. 
Это значит, что функции, имеющие одни и те же точ- 
ки разрыва и отличающиеся друг от друга лишь в этих 
точках, разлагаются в один и тот же ряд Фурье. 

Далее, говорить о непрерывности функции Пх) на 
концах сегмента [ — л, я], т. е., в точках —лил, во- 
обще не имеет смысла, даже если выполняются предель- 
ные соотношения /(— л + 0) = / (— л) и /(л — 0) = /(л). 
ь самом деле, для непрерывности функции / (х) в точке 
л необходимо двойное равенство 

/ (л 0) = / (я) = / (я + 0). ' 

Но выражение /(л + 0) характеризует поведение функ- 
ции / (х) справа от точки л, т. е. там, где эта функция, 
быть может, и не определена. То же справедливо и для 
выражения / (— л — 0). Поэтому в теореме Дирихле 
концы сегмента [ л, л] играют особую роль, сходную 
с ролью точек разрыва. 

§ 3. Разложение периодических функций в ряд Фурье 

Далее мы будем говорить, что функция / имеет пе- 
риод Т, если для любого х 

Нх) = Нх + Т), 

не предполагая при этом, что Т является наименьшим 
из всех чисел, обладающих этим свойством. 

Все тригонометрические функции вида 

ЗІП ПХ, С 08 пх (л= 1 , 2 , ...) 

определены для любого вещественного значения х и яв- 
ляются периодическими. Период каждой из них равен 
2л. Следовательно, и любая их сумма вместе с постоян- 
ным членом 

~ 2 ~ + #1 С08 х + Ьі $іп х + . . . -}■ а п С08 пх Ь п 8 ІП пх 

6 * 
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также определена для любого вещественного х и имеет 
период 2л. Очевидно, это свойство периодичности со- 
храняется и при переходе к пределу, так что сумма лю- 
бого сходящегося тригонометрического ряда 

СО 

Ц; + ^ (а п С 05 пх + Ь п зіп пх) 

л = 1 

также имеет период 2я. 

Таким образом, получается следующая картина. Пер- 
воначально мы имели некоторую функцию / (х) (удовле- 
творяющую условиям Дирихле), заданную на сегменте 
I л, л]. Составив ее тригонометрический ряд Фурье, мы 
получим в качестве его суммы 5 (х) функцию, которая 
определена уже не только на сегменте [—л, л], но и 
для всех остальных вещественных значений х. При этом 
на сегменте [ л, л] сумма 5 (л) описывает функцию [ (х). 

Значениями функции / ( х ), лежащими вне сегмента 
I л, л], мы пока просто не интересовались; в част- 
ности, мы тем самым допускали, что эта функция вне 
сегмента [ л, л] могла быть и не определена. Пред- 
положим, однако, что функция / (х) определена для 
всех х, а мы лишь ограничились ее рассмотрением на 
сегменте [ л, л] и составили применительно к этим 
значениям сумму ее тригонометрического ряда Фурье 
5 (х). Эта сумма, будучи периодической функцией, будет 
описывать функцию /(х) вне сегмента [—л, л] в том 
и только в том случае, когда сама функция является 
периодической с периодом 2л в точках своей непрерыв- 
ности, т. е. когда для любой точки непрерывности х 
функции /(х) 

/Ч* + 2л) = /(*). 

Наоборот, если функция / (х) этим свойством не обла- 
дает, то вне сегмента [ — л, л] она может не иметь 
с функцией 5 (х) ничего общего. 

Итак, если функция / (х) периодическая с периодом 
2л, то ее тригонометрический ряд Фурье описывает ее 
всюду. В противном случае он описывает ее лишь на 
сегменте [ л, л]. Разумеется, слово «описание» следует 
понимать в том смысле, как это сформулировано в тео- 
реме Дирихле. 
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§ 4. физическое истолкование разложения функции 
в тригонометрический ряд Фурье 

Будем в качестве независимого переменного рассмат- 
ривать время. Тогда функциональная зависимость будет 
описывать некоторый происходящий во времени процесс. 

Ограничимся для удобства рассуждений тем случаем, 
когда этот процесс сводится к механическим движениям 
некоторой системы, т. е. к ее пространственным переме- 
щениям. 

Встает вопрос о представлении движения на некото- 
ром отрезке времени в виде комбинации тех или иных 
заранее заданных движений. Этому представлению дви- 
жения будет соответствовать разложение описывающей 
его функции в функциональный ряд по заданным функ- 
циям. 

В частности, можно поставить вопрос о представле- 
нии достаточно произвольного движения на некотором 
отрезке времени [ — я, л] в виде одновременного осуще- 
ствления некоторого стационарного смещения, а также 

, г. 2я 2я 

гармонических колебании с периодами 2п, -у, -у,... 

Так как любое колебание такого вида представляется 
выражением 

А п зіп {пі + ср я ), (9.10) 

ему соответствует пара членов тригонометрического ряда 
а п соз пі + Ь п зіп пі, (9.11) 

где 

а„ = Л га 5Іпф„, (9.12) 

Ь п = А п С05ср„. (9.13) 

Таким образом, пара соседних членов (9.11) тригоно- 
метрического ряда соответствует некоторой гармониче- 
ской составляющей (9.10) общего движения системы 

с периодом — и амплитудой А п . 3 та гармоническая со- 

ставляющая обычно называется м-й гармоникой движе- 
ния. Из формул (9.12) и (9.13) мы имеем для ампли- 
туды п-й гармоники 

А п = Ѵа% + Ьп • 
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§ 5. Разложение функции ^(х) = х 

гп Н Гир С хп 0ТРИМ кач І СТВ6 п Р име Р а разложение в три- 
гонометрический ряд Фурье функции 1 

!{х)=х, (9.14) 

заданной пока что на сегменте [—я, я]. Так как эта 
функция внутри сегмента [-я, я] непрерывна и моно 

/Типиупр На ч УДОВЛеТВОрЯеТ 0Чевидным образом условиям 
Дирихле. Заметим, что говорить о непрерывности нашей 

функции на концах рассматриваемого сегмента, т. е. 
в точках -я и я, мы пока не имеем права, так как 

знать” е П е Р п Р пёяРп СТИ Функции в этих точках мы должны 
Нп Р поведение при подходе к сегменту 

V? ° значениях Функции /(*) вне сегмента 
[ я, я^ мы пока ничего не знаем. 

Составим тригонометрический ряд Фурье для нашей 
конкретной функции /(*)=*. В соответствии с форму 
лами (9.5) -(9.7) для этого нам нужно вычислить сле- 
дующие интегралы: 


а 0 =-~ ^ хйх=~~ 

я ,) Л 2 

— я 
я 

а п — -^ ^ ХС08 ПХ(ІХ — 


= 0 , 


— я 

1 / 1 . 

= п х ^ 51ппх 


1 п \ 

~ ^ 8ІП пх сіх\ = 0, 


я 


хзіп пх йх = 


— X — С08 пх 
п 


—я 


I п \ 

+ ~ ^ С08 пх йх \ = ( — 1 ) п+1 — < 


Таким образом, тригонометрическим рядом Фурье 
функции Г(х)=х на сегменте [-я, я] будет ряд УР 

2 ^8ІП X — ~ ЗІП 2х + у 8ІП Зх — . . . 4- 


+(- 1) л+1 і- 


зіппх 
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Сумма этого ряда является функцией от х. Обозна- 
чим ее через 5 ( х ). 

Эта функция во всех точках непрерывности / (х) 
должна с ней совпадать. Значит, внутри сегмента 
[ — я, я] должно быть 

5 (х) = [ (х)=х. 

Далее, при л:=±л все синусы обращаются в нуль: 

8ІП ля = 0. 

Следовательно, 

5 (± я) = 0. 

Наконец, как было отмечено, функция 5(х) должна 
быть периодической и иметь период 2я. Поэтому ана- 
литически эту функцию можно задать как 1 ) 

*“Ш 2 я, хф±п, ±3я, ±5я, ..., 

0, х = ±я, ±3я, ±5я, 

а график ее указан на рис. 6. 

Если мы продолжим функцию ?(х) = х с сегмента 
[ — я, я] на всю вещественную прямую, согласно ее 



аналитическому виду (9.14), то мы вне сегмента [ — я, я] 
получим нечто совершенно отличное от функции 5 (х). 



!) Запись («функция антье») означает наибольшее целое 
число отрезков длины 2я, укладывающихся в отрезке длины х. 
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Однако продолжение [(х)=х с сегмента Г- я, л 1 
периодическом функцией с периодом 2л, если положить 

/(±л)=/(± Зл)=/ (± 5л) = . . . = О, 

будет совпадать с функцией 5 (х). 

§ 6. Сдвиг сегмента разложения 

То, что мы в качестве основного сегмента задания 
разлагаемых в тригонометрические ряды Фурье фѵнк- 
ции брали [—л, я] является удобным, но совершенно 
не принципиальным. Если в тех или иных теоретических 
или прикладных задачах приходится иметь дело с разло- 

Гс Н егмент Ф е У Г Ц л И *. т Р игономет Р^ский рад Фурье не 
\п А1 ^ ’ я ^’ а В каком ' ниб УДь другом сегменте 

Ь\, то это никаких дополнительных трудностей не 
создает, а только несколько усложняет обозначения 
В сущности, этот вопрос сводится к тому, как из 
ортонормальнои системы функции на Г— л Я 1 П олѵ- 
чить ортонормальную систему функций на Г а 61 Оче 
видно, переход от [-л, л] к [а, 6] можно Осуществить 
сдвигом первоначального сегмента вдоль оси х и изме- 
нением масштабов по этой оси. Следующая лемма и 

?Г аННЫе Н3 НеИ Р асс У ж Дбния показывают, что 
сдвиги не изменяют ни ортонормальности систем перио- 
дических функции, ни соответствующих коэффициентов 
Фурье периодических функций (разумеется, если их 
период равен длине интервала разложения) 

Лемма. Если функция ф(х) периодическая с неко- 
торым периодом Т, то при любых а и I 

а + Т а+Я+Г 

, 5 5 Ъ(х)йх. 

а а+Я 

полшая К х 3а г еЛ „ ЬСТВ °- ПреЖДѲ ВСеГ0 заметим > что, 
полагая х—Г = у , мы получаем 

«+М-7- а + Я а+х 

1 Г Ъ(х)<Ь= $ ц( у + Т)(іу== у {у)с1у ^ 

а+Т а а 

а + Я 

= $ ф (х) сіх. (9.15) 


(9.15) 


8-241 
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Далее, мы имеем 

а+ Т 

5 ф(х)сД = 

а ' 

а + Ь а + \+Т а+Т 

= 5 'Нх)сіх+ 5 т| і(х)Лх+ 5 Ц(х)сіх= 

а а+Ь а+Х+Т 

а + ^ а_ ЬЛ Т а-\-'К-\-Т 

= ^ У(Х)СІХ- ^ 1р(х)с1х+ 5 ф (х) ах, 

а а+т а- І-Я, 

а учитывая (9.15), получаем требуемое. 

Поскольку функции ЗІППХ И С08 пх при любом п, 
равно как и постоянная 1, являются периодическими 
функциями с периодом 2л, на основании леммы каж- 
дый из интегралов ^ 

Я Я 

5 йх, $ 5Іп тх со& пх сіх, 

— Я — Я 

я Я 

$ СО & 2 пхйх, § 8ІП 2 пхс1х 

— л — л 


не изменится от «сдвига» его интервала интегрирова- 
ния, т. е. при любом а 


а -{- 2 л 


а + 2я 


я + 2я 


2^ ^ йх=\, ^ 8Іп тх сое пх (іх = §і 

а а 

а + 2я 

~ ^ со8 2 пх йх= 1 , ^ со8тхс.О8пхйх = 0 (п У т), 

а а 

а-\- 2л а + 2я 

~ ^ 8Іп 2 нл: йх= 1, ^ зіптх8Іплл:<1*:=0 (пут). 

а а 

Это значит, что система функций 

11 і і „ і 

Тп г 77^008 х, — 8іп х, -т=-со& 2х, ~т=-8Іп 2 л;, ... 

у 2л ’ у п У л У л У л 
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является ортонормальной не только на сегменте 
[ — л, я], но и на любом сегменте вида [а, а + 2л]. 

Далее, если функция /( х ) является периодической 
с периодом 2л, то периодическими и с тем же перио- 
дом будут все функции 

/ (л:) сох пх, 

[ (х) 8ІП пх, 

и поэтому для коэффициентов Фурье функции /(х) на 
сегменте [а, а -ф 2л] мы получаем 

а-\-2п я 

Д ^ / (х) С08 пх (іх — -і- ^ I (х) со$ пх йх — а п , , 

а — я 

а-\-2л я 

^ /(х)зіп пхйх=^- ^ / (х) 8ІП ПХ СІХ= Ь п . 

а —я 


Отсюда можно сделать два вывода. 

Во-первых, при вычислении коэффициентов Фурье 
2л-периодической функции /(х) на сегменте [—л, л] 
мы можем во имя удобства интегрировать нужные про- 
изведения не по этому сегменту, а по любому другому 
сегменту вида [а, а + 2л], распорядившись значением 
а так, чтобы вычисления стали более простыми или 
белее удобными или чтобы, скажем, нам пришлось 
иметь дело с интегралами, значения которых нам в 
силу тех или иных обстоятельств уже известны. 

Во-вторых, при разложении 2л-периодической функ- 
ции / (х) в ряд Фурье на сегменте [а, а + 2л] мы 
можем воспользоваться всеми теоретическими утвер- 
ждениями и практическими рекомендациями, которые 
справедливы для случая сегмента [ — я, л]. 


Пример. Разложить в ряд Фурье на сегменте [—я, я] 
функцию, определенную следующим образом: 


I X, 


х + 2я, если — я<д:<0, 
0 < х ;=с я 


если 
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график этой функции изображен на рис. 7). Вычисление интегра- 
лов, выражающих коэффициенты Фурье для этой функции, 
неудобно, так как в каждом 
из них интервал интегриро- -ПОД 


вания приходится разбивать 
на две части: от — я до О 
и от 0 до я. Вместе с тем 
мы можем продолжить функ- 
цию / (х) по 2я-периодич- 
ности (на графике рис. 7 
это видно особенно нагляд- 
но). Таким образом, на от- 
резке (0, 2я] наша функ- 
ция } ( х ) приобретает уже 
достаточно простой вид: 

!(х) — Х 



(правда, для точки х — 0 эта формула неверна, но 0 есть точка 
разрыва функции / (дг), так что значение функции в ней на ее 
разложение в ряд Фурье никак не влияет). 

Поэтому ее коэффициентами Фурье будут 
2я 2я 


1 С ^ 1 * 

а О = —\Х<ІХ=;—-Х 
я ) я 2 

О 

2я 

ая= 4 \ х 


= 2я. 


с ОЗ ПХ Лх = 


1 


о 

2л 


ДГ — 8ХП ПХ 

\ п 


2л 2л \ 

>х — — ^ ЯП пх 0х\=0, 

0 0 / 




8ІП ПХ СІХ 


1 


1 


2л 


— — — X — соз пх 
я 


+ 


2л ч 

— ^ соз пх ах ) = — (— — ) = — — 
П о / я \ я ) п ’ 


а ее разложением в ряд Фурье 

Я — 2 (зіп Х + ^ ЗІП 2Х + ... + — 8іп ЛХ + ...Ѵ 


§ 7. Изменение длины сегмента разложения 

Если нужно разлагать в тригонометрический ряд 
Фурье функцию і(х) на сегменте [а, а + 2/], длина 
которого 21, вообще говоря, отличается от 2я, то можно 
произвести подстановку 


I 
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и функция {(А;*) будет как функция от I задавать- 
ся на сегментё р^-, -^-+2л^ уже привычной нам дли- 
ны 2я. 

Выполним разложение функции ?А*) (подчеркнем 
еще раз, что мы сейчас рассматриваем ее как функцию 
от Л) в ряд Фурье на сегменте рр-, рр-+2я^: 

СО 

/ (^) = + 2 с0§ пі + Ъп 5ІП ”0. ( 9 - І6 ) 

71 = 1 


где 

— р- + 2л 

а„ = ^- ^ /р-^-^соз пЫі, « = О, 1, 2 

ап 

1 (9.17) 

ап . 0 
- г + 2п 

ь '«=4 Л г_(А*) 5[ппЫ{ ’ «=і. 2, ... 


і 

Напомним, что мы здесь также имеем право, продол- 
/ ; \ 7 

жив /д— ^ по 2я-периодичности, вместо интегралов 
(9.17) вычислять интегралы 


а я = -і. ^ / рс р соз «7 йі, п — 0 , 1 , 2, ..., 

(9.18) 

Я 

Ь п — -^ Ц / рг р 5Іпп/ й/, /і=1,2,... 

— я 

Нам остается вернуться к переменной х, /г. е. подста- 
вить как в интегралы (9.18), так и в выражение для 
ряда Фурье (9.16) всюду вместо переменной і ее выра- 
жение через переменную х, т. е. пх/1. Мы получим 

СО 

/ (х) = ^ (ф* соз Т' х + Ьп 8ІП ТГ*) ’ 

Л=1 
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где 

I 

а п = у ^ / (л:) соз ~ х <іх, 

і 

& и = у ^ /(х)С 08 -^ХЙХ. 

§ 8. Четные и нечетные функции 

Как было установлено, задачу разложения функции 
{ (х) в ряд Фурье на произвольном сегменте [а, Ь] 
можно свести к задаче разложения несколько видоиз- 
мененной функции на сегменте [ — л, л]. Поэтому мы 
далее будем ограничиваться только этим случаем. 

Итак, пусть функция { (х) задана на сегменте [ — я, я] 
и удовлетворяет условиям Дирихле. Займемся исследо- 
ванием двух частных случаев. 

Напомним, что функция /(х) называется четной, 
если 

/(*) = /(—*) 

во всей области ее задания, и нечетной, если 
І(х) = — Н—х) 

(также для всех тех х, для которых значение функции 
определено). 

Как легко проверить, произведение четной функции 
на четную, равно как и нечетной на нечетную, четно, 
а произведение четной и нечетной функции нечетно. 

Очевидно, если функция /(х) нечетная, то 

$ / (х) йх = 0, 


а если функция /(х) четная, то 

^ I (х) йх=2 ^ / (х) Ах. 

—л О 
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§ 9. Разложение четной функции в ряд Фурье 

Пусть функция / (х) задана на сегменте [—л, л], 
< удовлетворяет условиям Дирихле и является четной. 
Тогда произведение 

/ (х) кіи пх 

при любом п = 1 , 2, ... должно быть нечетной функ- 
цией, и потому 

Я 

$/(х)8іп пхйх—О. 

—Я 

Таким образом, при разложении четной функции в ряд 
Фурье все коэффициенты этого ряда при синусах обра- 
щаются в нуль, и разложение принимает вид 

СО 

Нх) = ^ + ^а п со$пх, (9.19) 

/ 1=1 

где 

я 

а п = ~ < \ ) !{х)с08ПХ(ІХ, П = О, 1, 2, ... 

О 

Описываемое формулой (9.19) представление функции 
/ (х) называется ее разложением в ряд «по косинусам». 

§ 10. Разложение нечетной функции в ряд Фурье 

Аналогично предыдущему, если функция {(х) явля- 
ется нечетной, то нечетной же функцией будет при 
каждом п и произведение 

7 (X) С08 пх, 

так что 

_ Я 

5 / (х) С08 пхйх = О, 

—Я 

и в нуль обращаются все коэффициенты Фурье при коси- 
нусах, а также свободный член. В результате мы получаем 

1{х)=--^Ь п $іппх, (9.20) 

* л=1 
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где 

л 

= ^ I (х) зіп пхсіх, п— 1, 2, ... 

<г 

Формула (9.20) иногда называется разложением 
функции /(х) в ряд «по синусам». 

§ 11. Разложение в ряд Фурье функций 
на сегменте [0, я] 

Предположим теперь, что функция /(х) задана нам 
только на сегменте [0, я]. Чтобы разложить ее в ряд 
Фурье на этом отрезке, мы можем поступить следующим 
образом. Доопределим нашу функцию на сегменте 
[—я, 0]. Мы будем тогда иметь функцию, заданную на 



всем сегменте [—я, я], и получим 
возможность разлагать доопределен- 

/(X) 



ную функцию в ряд Фурье на всем 
сегменте [ — я, я]. 

Так как реально заданной яв- 
ляется только часть функции на сег- 
менте [0, я] (добавочная часть на 




-л 

О Л X 


сегменте [ — я, 0] «пристраивается» 
сравнительно произвольно на осно- 

Рис. 8. 


вании главным образом соображений удобства), мы по- 
лученный ряд Фурье должны рассматривать только для 
тех значений переменной х, которые расположены в сег- 
менте [0, я]. 

Очевидно, получившийся ряд будет зависеть от того, 
как именно мы произведем доопределение нашей перво- 
начально заданной функции на сегменте [—я, 0]. При 
этом нам могут представиться различные варианты. 
Рассмотрим два из них. 

Во-первых, мы можем продолжить функцию [ (х) на 
сегмент [ — я, 0] по четности, т. е. положить 

I (— х) = / (х), 0<х^п 

(рис. 8). Тогда мы будем иметь дело с четной функцией, 
которая, в соответствии со сказанным в § 9, разлага- 
ется в ряд по косинусам согласно формуле (9.19). 
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Во-вторых, мы можем продолжить функцию / (х) на 
сегмент [—л, 0] по нечетности, т. е. положить 

Н—Х)= — Нх) 

(рис. 9). В этом случае мы -будем иметь дело с нечет- 
ной функцией, которая разлагается в ряд по синусам 
согласно формуле (9.20). 

Не следует думать, что нам удалось получить для 
одной и той же функции два различных разложения в 
ряд Фурье. В действительности мы 
разлагали весьма отличающиеся 
друг от друга функции (они раз- 
личны на всем промежутке [ — л, 0]) 
и только отбросили часть получен- 
ного ответа, отказываясь использо- 
вать разложение в ряд Фурье для 
отрицательных значений х. 

Поясним сказанное на при- 
мере. 

Пример. Разложим на сегменте 
[0, я] функцию /(х) = х в ряды Фурье 
по синусам и по косинусам (что будет отвечать соответственно 
продолжению' этой функции на сегмент [—я, яі по нечетности 
и по четности). 

Разложение этой функции по синусам было нами получено 
в § о: 

2 | 8ІП X уг- 8ІП 2х + . . . + ( — 1) га +1 — 8ІП ПХ + . . . V 



Для того чтобы найти разложение в ряд по косинусам вы- 
числим интегралы »’ 


я 

х 2 I 

2 I ~ п ’ 

о 


31 

15 * 


л / Л л 

. 2 ( 1 . 
соз пх ах = — \х — зіп пх 
п \ п 


лд Л 

I 

1 с • 
\ 81 ; 

. п Д 


зіп пх СІХ I = 


2 I I 

“ л -^(- с °з^) 


о о 
я\ 


_ ^ соз пя — 1 _ 2 (—1)" — 1 
~ Л л 2 ~лГ п 2 ■ 
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Таким образом другое интересующее нас разложение будет 
иметь вид 

Т - 1І Н+І С03 3 *+- + (2^Тр С03 (2 "+ *+-)• 

Отсюда вытекает одно любопытное следствие. 

Обозначим сумму последнего ряда через с( х). После продол- 
жения функции I (х) на [ — л, л] по четности точка 0 будет точ- 
кой непрерывности продолженной функции. Поэтому согласно 
теореме Дирихле 

с(0)=/(0)=0, 

0= Т “ тК 1+ ЗР + - + (2л+1)* + -)- 


Если обозначить через а сумму ряда «обратных квадратов» (см. § 2 
главы 3), то сумма ряда чисел, обратных четным квадратам, будет 

1 3 

равна а, так что сумма ряда, стоящего в скобках, есть — а. 

Таким образом, 


-т- 


л 4 




откуда 


л 2 

8= 6 


и мы нашли сумму ряда «обратных квадратов». 


§ 12. Комплексная форма дрписп ряда Фурье 


Формулы Эйлера позволяют выражать тригономет- 
рические функции через показательные функции с комп- 
лексным показателем. Следовательно, в такой комп- 
лексной форме могут быть представлены тригонометри- 
ческие ряды и, в частности, ряды Фурье тех или иных 
функций. 

Пусть 

00 


Н.х) = °2 + 2 ( а п^8ПХ + Ь п 8ІППХ) (9.21) 

п = 1 

— некоторый тригонометрический ряд. 

Мы имеем формулы Эйлера (см. § 5 главы 7) 


ІПХ І0—ІПХ 


С08 ПХ - 


5ІП ПХ = І 


е іпх + е -іпх 

2 


7 Н. Н. Воробьев 
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Тогда 


/(*)=!+ 2 (°» : 


п = 1 


,ІПХ I . — іпх 


е іпх + е 


Р іпх \ р — 1 

./> / ? ±* 

и п 1 2 


іпх \ 
— /• 


т. е., объединяя степени с одинаковыми показателями, 

СО- 

/(*) = !+ 2 «-*“) . (9. 22) 


Л = 1 


Введем единообразные обозначения: 

ап ^ = с п , 2д+М =с _ п . (9. 23) 


а о „ “л — ‘'л 1 

2 — с °’ 


Тогда (9.22) превращается в 

Пх) = с 0 + 2 с п е іпх + 2 с_„е-‘ пх . 


П = 1 


п = 1 


ИЛИ 


!(х)= 2 с ^ пх - 


Таким образом, мы получили разложение функции 
/ (х) в функциональный ряд с комплексными членами. 
Он называется рядом Фурье в комплексной форме. Коэф- 
фициенты этого ряда можно вычислять не только по 
формулам (9.23) из коэффициентов ряда Фурье (9.21), 
но и непосредственно, минуя нахождение а п и Ь п . 

В самом деле, вспоминая определения коэффициен- 
тов а п и Ь п , мы имеем 

Я 

1 і Г» 

с п = 2 І а п — Ь п і) = 2 я \ / ( х ) ( С08 пх ~ г 8ІП пх ) Ах = 

— Л 
Л 

= ^ ^ / (*) (С08 ( - ПХ) + І 5ІП ( - ПХ)) (ІХ = 

— Л 

я 

= 2^ 5 / (х) е Чпх сіх, 

— Л 
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и аналогично 

я 

с_ я = у(а я + М = ^ ^ / (х) (соз па + г зіп пх) йх = 

— Я , 

Л Я 

= 2 ^ $ / (*) «*"* гі* = ^ 5 1(х)е~ 1Ы)х <1х. 

— Л — Л 


Следовательно, при любом целом п — 0, ±1, ±2,... 

Я 

с я = ^ ^ Нх)е- Іпх <1х. (9.24) 

— Л 

I 

Если функция / (х) вещественная (а до сих пор мы 
только такие функции и рассматривали), то из формул 
(9.23) следует, что коэффициенты с„ разложения в комп- 
лексный ряд Фурье являются комплексными сопряжен- 
ными числами. Для модулей этих чисел мы имеем 

|с ±п | = ^\а я + Ь а і\ =-^Уа‘п + Ь* п . 

Вспоминая интерпретацию разложения функции в три- 
гонометрический ряд Фурье как представление движе- 
ния в виде суммы (суперпозиции) гармонических коле- 
баний (см. § 4), мы видим, что модули коэффициентов 
комплексного ряда Фурье являются амплитудами соот- 
ветствующих гармоник. 

§ 13. Разложение в комплексный ряд Фурье 

Непосредственное разложение функций в комплекс- 
ный ряд Фурье на основании формулы (9.24) часто ока- 
зывается удобнее, чем вычисление коэффициентов этого 
ряда через коэффициенты вещественного ряда Фурье 
по формулам (9.23). 

Пример. В качестве примера рассмотрим разложение в 
комплексный ряд Фурье функции /( а)=е ах на сегменте [ — я, я]. 

7* 
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При любом п мы здесь имеем 




— я 
1 1 


2л а — іп 


(а — М) * 


= ± 1 (Ла — Мя _ — (а-іп) я\ 

2яа-іл ѵ е >• 


Заметим, что для любого целого л 

е !ЯЯ _ С05 пп і 8 ] П пл = сод пя = ( — 1)". 


Поэтому 

Сп 


(- 1 )" 


'2л (а-іп) [е е Г~ 8Ьая ' 


а — ш 


Таким образом, искомым разложением будет 
е ах - 


СО 

е _ зЬ ИЛ VI (—1 )П е іпх 
я ^ а — іп 


ГЛАВА 10 


УРАВНЕНИЕ СВОБОДНЫХ МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ 
СТРУНЫ С ЗАКРЕПЛЕННЫМИ КОНЦАМИ 

§ 1. Уравнение свободных малых колебаний струны 

Пусть мы имеем дело с гибкой упругой струной. 
Гибкость струны означает, что напряжение в ней может 
быть направлено только вдоль струны. Упругость струны 
означает, что процесс ее деформаций обратим, т. е. что 
при нем не происходит потери энергии. Струна будет 
считаться тонкой, т. е. ее поперечные размеры прини- 
маются пренебрежимо малыми по сравнению с ее длиной. 

Пусть длина струны равна /, а в состоянии равно- 
весия струна расположена вдоль оси ОХ между точками 
х=0 и х—1. Если вывести струну из состояния равно- 
весия, подвергнув ее действию какой-нибудь силы, то 
струна начнет колебаться. Будем считать, что движение 
всей струны происходит в одной плоскости и что каж- 
дая ее точка движется перпендикулярно оси ОХ. Сме- 
щение точки струны с координатой х в момент времени і 
будем обозначать через и (х, і) или просто через и. Пред- 
положим далее, что все деформации струны малы. Под 
этим мы будем понимать, что малы как смещения и 
каждого из элементов струны, так и их повороты и' х . 

Рассмотрим элемент струны (см. рис. 10), который 
в положении равновесия имеет концами точки х и х-\- Ах. 
Пусть в результате отклонения струны в некоторый мо- 
мент времени этот элемент переходит в положение ММ'. 
Очевидно, длина элемента ММ' равна 

х+ \х 

5 / 1 + Ц* сіх, 

X 


182 


ГЛ. 10. УРАВНЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ СТРУНЫ 


что в предположении малости угла поворота элемента 
(и тем самым тангенса этого угла) приближенно равно Ах. 

Рассмотрим воздействие на элемент ММ' равнодей- 
ствующей вертикальных составляющих сил натяжения Т, 

действующих на его концы. 
Эти- силы действуют в направ- 
лении касательных к струне. 
Обозначим углы, образуемые 
этими касательными с осью 
ОХ, через ср и ф + Дф. Тогда 
вертикальная составляющая 
равнодействующей этих двух 
сил натяжения будет равна 

Т 8ІП (ф + Аф) — Т 8ІП ф. 



Ввиду малости углов ф и ф + Дф мы можем синусы 
заменить тангенсами: 


Т (*в (ф + Дф) - ф)- 


Но тангенсы углов наклона касательных равны произ- 
водным: 

ди ди 

дх дх 
М' м 



(10.1) 


Сила инерции, действующая на элемент ММ', очевидно 
равна 



(10.2) 


где р — масса единицы длины струны. На основании (10. 1) 
и (10.2) мы согласно закону Ньютона можем написать 





или, деля обе части этого равенства на Ах и переходя 
к пределу при Дх->оо, 


д г и _ д 2 и 
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Обозначив, наконец, отношение Т/р через а 2 , мы полу- 
чим уравнение 


2 Л _ д*и 
а дх? ~д(2’ 


(10.3) 


которое и называется уравнением свободных колебаний 
струны. 


§ 2. Начальные и граничные условия 

Написанному уравнению удовлетворяет всякое сво- 
бодное колебание струны, независимо от своего происхож- 
дения, а также от способов закрепления концов струны 
в точках х = 0 и х—1. 

Вместе с тем совершенно ясно, что если мы выведем 
струну из положения равновесия и предоставим самой 
себе, то характер ее колебаний будет один, а если, 
выведя из состояния равновесия, придадим ее точкам 
те или иные скорости, — то другой. Кроме того, непод- 
вижное и подвижное закрепления концов струны при- 
водят, как можно достаточно наглядно себе представить, 
к весьма различным ее движениям. 

Из сказанного следует, что для определения движе- 
ния струны, кроме уравнения (10.3), необходимо еще 
задать начальные условия, описывающие поведение 
струны в начальный момент времени ^ = 0, т. е. ту форму, 
которую струна приобретает при выводе ее из положе- 
ния равновесия, 

и(х, 0) = /(*), (10.4) 


и те скорости, которые сообщаются точкам струны при 
«отпускании» ее: 


ди 

Ш 


= ф (х). 


< = 0 


(10.5) 


Кроме того, необходимо задать граничные условия за- 
дачи, т. е. описать характер поведения концов струны 
в процессе ее колебаний. Мы ограничимся простей- 
шим случаем граничных условий, когда концы струны 
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закреплены неподвижно: 

и ( 0 , 0 = 0 , ( 10 . 6 ) 

и (/, 0 = 0. (10.7) 

Разумеется, в частности, может оказаться, что в 
начальный момент времени струна не имеет отклонения 
от равновесного состояния (/(х) = 0) или же непод- 
вижна (ф(х) = 0). 

Граничные условия задачи вместе с начальными ее 
условиями иногда называются краевыми условиями. 


§ 3. Метод разделения переменных 


Рассмотрим метод решения уравнения колебаний 
струны методом разделения переменных, который также 
называется методом Фурье. Существенным для этого 
метода является использование рядов Фурье. 

Пусть мы имеем дело с уравнением колебания струны 


д 2 и 2 д 2 и 

ді*— а Ш’ 


(10.8) 


причем концы струны закреплены неподвижно, 

«(0, () = и(1, 0 = 0, (10.9) 

а начальными условиями являются 

и(х, 0) — І (х), (10.10) 

% =Ф(*). ' (Ю.11) 

<= о 

^Само по себе уравнение (10.8), взятое отдельно от 
условий (10.9) — (10. 1 1), может иметь очень много весьма 
разнообразных решений. Среди них имеется и тождест- 
венно равное нулю: > 

и ( х , 0 = 0. 

Нас же интересует решение, которое удовлетворяет не 
только уравнению (10.8), но также граничным и началь- 
ным условиям (10.9) — (10. 1 1). Очевидно, тождественно 
равное нулю решение может быть для уравнения (10.8) 


§ 3. МЕТОД РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ 
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лишь в том случае, когда в начальный момент времени 
струна находится в состоянии равновесия: /(х) = 0 и 
при этом неподвижна: ф(х) = 0. Во всех остальных 
случаях решение уравнения (10.8) тождественно рав- 
няться нулю не может. 

Будем искать решение уравнения (10.8), отличное 
от тождественного нуля и удовлетворяющее граничным 
условиям (10.9), в виде произведения функции X, зави- 
сящей только от х, и функции Т, зависящей только от і. 
Иными словами, пусть 

и(х, () = Х(х)Т((). 

Подстановка в уравнение (10.8) дает нам 
Х(х)Т” (1) = а*Х" (х)Т((), 

или 

Т” (о X" (X) 
а Т (і) X (х) * 

Функция, стоящая в левой части этого равенства, 
не зависит от х, а функция, стоящая в правой части, — 
от і. Следовательно, в действительности обе эти функ- 
ции не зависят ни от х, ни от (, т. е. являются неко- 
торой постоянной. Предположим, что эта постоянная 
отрицательная (смысл этого предположения выяснится 
далее), и обозначим ее через — Я.: 

Т" (() X" ( х ) . 

аП 0 і ) х (х) 

Таким образом, мы имеем 

Х"(*) + ^Х(*) = 0, (Ю.12), 

Т" (1) + ка*Т(() = 0, (10.13) 

откуда, решая эти дифференциальные уравнения, полу- 
чаем 

X (х) — Асо%У 'кх-\- ВітУХх, (10.14) 

Т(і) — С сов + (10.15) 

где А, 5, С, О - некоторые постоянные, для определе- 
ния которых мы воспользуемся граничными и началь- 
ными условиями. 
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§ 4. Использование граничных условий. 
Собственные функции и собственные значения 

Мы имеем 


и(х, /) = 

= (Л со$уТх + В зіп VI х) (С со&а]/Ж( + И 5 іп а уі і ) . 

Второй сомножитель справа не может тождественно обра- 
щаться в нуль (в противном случае мы имели бы ы = 0 
что противоречит предположенному). Следовательно, для 
обеспечения граничных условий (10.9) должно быть 

Х(0) = 0, Х(/)~0. 


Следовательно, полагая в (10.14) х=0 и * = / мы 
получаем ’ 

0 = Л • 1 +5 »0, 

0 = А СОЗ VI 1 + в 8Іп}/Х /, 

откуда 

А = 0, В зіпуТ/ =0. (10.16) 

» Д =п В т^ 0, так Ка , К ,л ИІ ?І Че было бы * (*) — 0 и потому 
Ы = 0. Поэтому из (10.16) следует, что 

зіп Ѵк 1 = 0, 


т. е. при некотором целом п 


ѴХІ — пп, 

и потому 


VI 


(здесь пф 0, так как при ц = 0 должно быть Х = 0 и 
опять-таки и — 0). Эти значения /. называются собствен- 
ными значениями рассматриваемой задачи, а соответ- 
ствующие им функции 

Х = В зіп Ѵ^х = В зіп ™ х 

— собственными функциями. 

Теперь выясняется смысл предположения Х> 0 . Если 

бы было Я<0, то уравнение (10.12) можно было бы 
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записать в виде 

Х"-(-Л)Х = 0, 


откуда 

X (х) = Аё уГ ~*- х + Вег ѵ ^ х , 


и полученное решение уравнения ни при каких значе- 
ниях Л и В (за исключением случая А = 5 = 0) не может 
одновременно удовлетворять обоим граничным условиям 
(10.9). Действительно, из 

X (0) = Л +В =0, 

X (/) = Ае уГ ~^ 1 + Вег = 0 

следует, что Л = В = 0. 

§ 5. Использование начальных условий 
Подставим найденные значения I в уравнение (10. 15): 


гг / л\ /г СІП. Л і \ • шиъ , 

Т(1) = С соз — І + Б 81 П -у і. 


При любых значениях постоянных С и И произве- 
дения 

• лл л сих л і • лл г\ • сих л < / 1 л 1 7\ 

51П -у хС СОЗ — І И ЗІП-у-яОзіП — / (10.17) 

будут решениями уравнения (10.8), удовлетворяющими 
граничным условиям (10.9). В силу линейности уравне- 
ния (10.8) любая сумма функций вида (10.17) также 
будет решением (10.8) и также будет удовлетворять 
граничным условиям (10.9). 

Возьмем поэтому набор функций вида 

и п (х, 0 = 5Ш_ г х ( Сп соз — і-\-и п 81П -у- I 


и постараемся так распорядиться значениями произволь- 
ных до сих пор постоянных С п и О п , чтобы сумма этих 
функций удовлетворяла еще и начальным условиям 
(10.10) и (10.11). Это значит, что мы будем искать реше- 
ние уравнения (10.8), удовлетворяющее граничным и 
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начальным условиям (10.9) — (10.11), в виде 

оо 

«(*> 0= 2 и п (х, і) = 

П = 1 

СО 

— 2 8ІП Т х (СпС°$~( + Е) п 5т^А. (10.18) 

П = 1 - 

Так как мы здесь имеем дело не с суммой, а с рядом, 
для того чтобы этот ряд был решением уравнения (10.8), 
необходимо, чтобы сходился как он сам, так и ряды, 
получаемые из него в результате двукратного его почлен- 
ного дифференцирования по х и по і. 

Полагая в (10.18) ^ = 0, мы имеем 


ч(х, 0) = / (х) — 2 С„зіп^л;. 

П = 1 

Если на сегменте [0, /] функция / (х) разлагается в ряд 
Фурье по синусам, то (как это было выяснено в § 11 
главы 9) в качестве коэффициентов С п можно взять 
соответствующие коэффициенты Фурье: 

і 

с п = у ^ / (х) зіп ~ X Ах. 


Такой выбор постоянных С п обеспечивает соблюдение 
начального условия (10.10). 

Переходим к начальному условию (10.11). Дифферен- 
цируя равенство (10.18) по і, мы получаем 


ди (х, і) 
ді 


-ъ* 

П = 1 


ьт п 4х{ -С п ~зт а -^і + О п ^со$ а -^і 


или, подставляя / = 0, 


ди (х, і) 
ді 


= ф(*) = 


31П - 


пп 


гч апк 

хОп-г- 


(= о 


п = 1 


Если функция ф (х) разлагается на сегменте [0, /] в ряд 
Фурье по синусам, то в качестве величин О п ~- 


можно 
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взять коэффициенты этого разложения: 

і 

г-, апп 2 С , . . пп . 

А, — = у \ Ф (*) зіп т л: йх, 

откуда 

і 

т хйх - 

о 

Применение рассмотренного метода Фурье оказы- 
вается оправданным, если получающийся для функции и 
ряд можно дважды почленно дифференцировать по каждой 
из переменных хи і. Поэтому, вообще говоря, после 
получения ряда такого рода проверку следует произво- 
дить. Однако в конкретном случае уравнения колебаний 
струны оказывается, что ряд ( 10 . 18 ) дает нужное реше- 
ние даже в тех случаях, когда он и не поддается ука- 
занному дифференцированию. В этом проявляется до- 
вольно частое в математике обстоятельство, состоящее 
в том, что формальные выкладки могут оказаться вер- 
ными, даже если они и не вполне корректны. Разумеется, 
это замечание не может оправдывать беззаботного диффе- 
ренцирования рядов без последующей проверки закон- 
ности этих действий. 

Пример. Решим уравнение колебаний струны 
д г и _ 2 д 2 и 
~дР~ а дх* 

с неподвижными концами 

и (0, 1) = и (/, () = 0 
при начальных условиях 

и (х, 0) = !(х) = зіп 3 х, (10.19) 

5 I =ф(*) = 0. (10.20) 

/==0 

Согласно сказанному в начале этого параграфа, (формула (10. 18)) 

со 

2 . пп /„ апп . . м . апп Л 
зіп -у х [С п соз — ( + й п зіп — , 

п — 1 
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где С п — коэффициенты в разложении функций [ (х) в ряд Фурье 
по синусам, а — коэффициенты в разложении в ряд Фурье 
по синусам функции ф (*). 

Нетрудно убедиться в том, что разложением в ряд по сину- 
сам в данном случае будет 

3 1 

/ (я) = зіп 3 х = зігі лг — зіп Зх, 

3 1 

так что 0, = -^, С 3 — — -у, а остальные коэффициенты С„ обра- 
щаются в нуль. Из (10.20) видно, что коэффициенты П п разло- 
жения должны быть равны нулю. 

Таким образом, в данном случае 

, ,, 3 . ях ал . 1 . Зял: Зая 

и (х, () = зіп -г- соз 1—-7 зіп —т- соз I. 

I 

Полученный ряд является конечной суммой, и потому все 
вопросы, связанные с его сходимостью и почленным дифферен- 
цированием, решаются тривиальным образом. 


ГЛАВА 11 


ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ 

§ 1. Представление функций интегралом Фурье 

Представление функции / (х) в сегменте [ — /, /] рядом 
Фурье 

0 ° 

Пх) = ^г+ У (а л С08™х + & п зіп™*) (11.1) 


можно истолковать следующим образом. Если функция 1 
! (х) в сегменте [— I, I] является «достаточно хорошей» 
(именно, если она в этом промежутке удовлетворяет 
условиям Дирихле), то для того, чтобы ее в этом сег- 
менте полностью описать, достаточно указать некоторый, 
вполне определенный набор ее характеристик, коэф- 
фициентов Фурье: 

і 


і 


= | $ /(0 со$™Ыі 

(п = 

1 , 2 ,...), 

( 11 . 2 ) 

Ьп = у $ 

-і 

(«= 

1 , 2 ,...). 



(Мы сейчас намеренно допускаем некоторую грубость 
в изложении и не касаемся того факта, что описание 
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функции ее рядом Фурье в точках разрыва может и не 
оказаться исчерпывающим.) 

Таким образом, коэффициенты Фурье несут в себе 
достаточно информации о поведении функции в соот- 
ветствующем конечном сегменте, сколь бы велик он 
ни был. 

Частоты гармоник ряда Фурье (11.1) функции Их) 

на сегменте длины 2 / составляют последовательность 

а я 2л Зл 

’ I ’ I * т 

которая является арифметической прогрессией с раз- 
ностью 

Заметим, что при увеличении числа /, т. е. при ѵве- 
личении длины сегмента разложения функции, разности 
между частотами соседних гармоник уменьшаются т е 
гармоники начинают идти все более густо. 

Положение дел резко изменяется, если’ сегмент раз- 
лоисения функции, неограниченно расширяясь в Р 0 бе 
стороны, охватывает всю вещественную прямую и прев- 
ращается в бесконечный промежуток (— оо 4 - оо) 

В этом случае естественно ожидать, что разность между 
частотами соседних гармоник будет убывать до нТля 
. е. что последовательность гармоник из дискретной’ 
состоящей из отдельных изолированных чисел, прево": 
тится в непрерывное множество всех вещественных неот- 

чТГе'сТ Чисел ' Естественно предположить при этом, 
что вместо ряда Фурье нам придется рассматривать 
некоторый интеграл. Этот интеграл, к рассмотрению 
Фурье!° МЫ С6ЙЧаС Перейдем ’ называется интегралом 

Очевидно, для представимости функции интегралом 
Фурье в бесконечном промежутке (-оо, +оо) эта фун К 
ЦИЯ должна удовлетворять некоторым условиям подоб- 
ным условиям Дирихле, а кроме того, и еще некоторым 
дополнительным условиям, необходимым для избежания 
возможных неприятностей, возникающих в связи с тем 

вида ПІ Го Г Г ИЧеНН0М В03 Р астании 1 все интегралы 
вида П. 2) оказываются уже несобственными и об их 
сходимости требуется позаботиться специально. 
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§ 2. Простейшие достаточные условия представимости 
функции интегралом Фурье 

Пусть функция /( х ), определенная на бесконечном 
промежутке ( — оо, +оо), удовлетворяет следующим усло- 
виям: 

1) существует несобственный интеграл 


ОО 


5 \}(х)\ СІХ = С1 


(это свойство функции [ ( х ) называется ее абсолютной 
интегр и ру емостью) ; 

2) в любом конечном сегменте функция / (х) разлага- 
ется в ряд Фурье (практически достаточно потребовать, 
чтобы функция в любом конечном сегменте удовлетворяла 
условиям Дирихле). 

При соблюдении этих условий мы можем рассуждать 
следующим образом. 

Фиксируем некоторое произвольное / и напишем раз- 
ложение функции / (х) в ряд Фурье в сегменте [ — /, /]: 


ОО 


2 ( а пС 08 ™х+ь я зіп™х } ), ( и - 3 ) 


где коэффициенты определяются по формулам (11.2). 
Ясно, что при этом коэффициенты а п и Ь п зависят не 
только от функции / (х), но и от параметра I (значение I 
фигурирует в пределах интегралов в формулах (11.2)). 

Подставим теперь в ряд (11.3) выражения для коэф- 
фициентов, даваемые формулами (11.2). Мы получим 


І( х ) — $1 I (О СОЗ ^ Ы(\ С05 ~ X + 
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ИЛИ 


/(*) = ^ ^ /(0Л + 

— I 

+ у 2 ^ /(0(сО8у ІСО§™ Х + &ІП™ ( &ІП™ х)(іі 


п= 1 -/ 


ИЛИ 


оо I 


Нх) = іі \ І(І)си + ±2 5 ^ С08 ~р (х — І) йі. 


л = 1 — / 


Вводя зависящую от п переменную а п — а: 


и полагая 


ПЛ 

т = а я = а, 


(п+1)я пл л 


(11.4) 


имеем 


, - - ІИ V <М< 4 

ОС п + і &п == / == у = 

/ 00 / / \ 

/4*) = ^ § /(0^ + 1 2 ( 5 Н0со$а п (х-()аА Аа. 

—г п=і\—і ) 


(11.5) 


По мере возрастания I интеграл 

і 

5 і (О С08 а(х — () сіі 
-і 

все меньше отличается от несобственного интеграла 
^ І (() С08 а(х—() сіі. 


Кроме того, сумма, стоящая в правой части формулы 
(11.5), напоминает интегральную сумму. В ней с ростом / 
число слагаемых увеличивается, а каждое слагаемое 
уменьшает свой «удельный вес». Поэтому естественно 
предполагать, что при возрастании / эта сумма в (11.5) 
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стремится к интегралу по а: 

И § 1(1) С08 а (л: — і) <И)сіа. 


О ' — оо 


Далее, первое слагаемое в (11.5) справа по мере 
роста I стремится к нулю. В самом деле, 


I I 

Д НО Л ^ $|НО|Л^<г-о. 

—і -і 


Таким образом, в пределе, при / -> со, формула ( 1 1.5) 
превращается в следующую: 

?(х) — -^ П || / (О С05 а (л: — О Л | да. (11.6) 

О ' — со ' 

Эта формула называется интегральной , формулой 
Фурье, а стоящий в ней интеграл — интегралом Фурье. 
Представление функции в виде правой части формулы 
(11.6) обычно называется разложением этой функции 
в интеграл Фурье. 

Ясно, что все только что сказанное здесь касалось 
только тех точек х, в которых функция / непрерывна. 
Для точек разрыва / справедлива, как и в случае ря- 
дов Фурье, интегральная формула, описывающая полу- 
сумму пределов функции справа и слева: 


Г(*+0)+/(*-0) 


^5(5 Н^со$а(х-і)йі\аа. (11.7) 


О ' — оо 

Итак, мы приходим к формулировке следующей тео- 
ремы. 

Теорема Фурье. Если функция / ( х ) на беско- 
нечном промежутке ( — оо, -\- оо) является ограниченной 
и абсолютно интегрируемой, а в каждом конечном про- 
межутке удовлетворяет условиям Дирихле, то для 
любого х имеет место равенство (11.6), если х есть 
точка непрерывности функции I (х), и равенство (11.7), 
если х есть точка разрыва этой функции. 
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Заметим, что в формуле (1 1 .6) внутренний интеграл 
представляет собой некоторую функцию от а. Так как 
эта функция зависит не от самой переменной а, а от 
ее косинуса, она должна быть четной. Поэтому мы мо- 
жем формулу (11.6) переписать в следующем виде: 



оо / со 


— ОО ' — со / * 


Мы привели правдоподобные соображения в пользу 
справедливости теоремы Фурье, которые, разумеется, 
нельзя считать ее доказательством. Доказательство тео- 
ремы Фурье довольно сложно и выходит за пределы 
нашего курса. 

Пример. Пусть 



(е х , если х > 0. 
ІО, если х < 0 


(график функции /(*) изображен на рис. 11). 
?(Х) 


1 



О 


х 


Рис. 11 


Очевидно, что при любом х > 0 


и 



— СО 


0 


0 
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Кроме того, функция е~ х монотонно убывает, и потому функ- 
ция / (х) тривиальным образом удовлетворяет условиям Дирихле. 

Из сказанного следует, что, согласно теореме Фурье, функция 
/ (х) разлагается в интеграл Фурье согласно формуле (11.6). Выпи- 
шем это разложение в явном виде (т. е. без внутреннего интеграла, 
стоящего в правой части этой формулы). 

Мы имеем в рассматриваемом случае 

со со 

/ (х, а) = ^ /(/) соза (х — /) Л1= ^ е ч соз а (х — I) Ш, 

— со — со 

или, производя дважды интегрирование по частям, 

со со 

/ (х, а) = — е~‘ со$ а (х — I) + а | е~* віп а (х — () = 

СО СО 

= соз ах — аё~ 1 зіп а (х — I) I — а 2 е ч соз а (х — і) (11 = 

6 О 

= соз ах + а зіп ах — а 2 / (х, а). 


Отсюда следует, что 

/ (х, а) = т -[— о (соз ах + а зіп ах) . 

1 —р С6“ 

Значит, формула (11.6) приобретает в этом случае следующий вид: 

СО 

1 С соз ах + а зіп ах 


'<*)- я 


1+а 2 


- <іа. 


§ 3. Интеграл Фурье для четных функций 

Заметим, прежде всего, что при любом а 
| С08 ос/ 1 1 , 

так что 

і і 

^ | / (/) соз /а I йі < \ |/(/)|с//. 

-і -і 


Следовательно, если функция / (х) абсолютно интегри- 
руема на бесконечном промежутке (— оо, +оо), то 
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несобственный интеграл 

^ / (0 соз аі йі 
— 00 

существует. В силу аналогичных причин 
при любом а и несобственный интеграл 

5 І (і) зіп аі йі. 

— 0 ° 

Вспоминая, что 


(11.9) 


существует 


( 11 . 10 ) 


С05 а(х — і) — соз ах соз аі зіп ах зіп а і, 

перепишем формулу (11.6) в следующем виде: 

00,00 

І ^ ~1і § ( § / (О С05 аі со$ ах йа + 

+ ^ (0 зіп аі йі \ зіп ах йа. (11.11) 

Предположим теперь, что функция /(*) четная. Тогда 
четными должны быть все функции вида / (/) соз аі и 
нечетными — все функции вида /(()зіпа/. Следова- 
™ь, Н °' 5 ЭТ0М сл У чае все несобственные интегралы 
(П.10) обращаются в нуль, а для каждого из несобст- 
венных интегралов (11.9) мы можем написать 


5 / (I) соз аі<1і^2\і (0 соз аі йі. 

— со о 

Таким образом, в случае четной функции } (х) фор- 
мула (11.11) может быть переписана как 

2 °° /°° \ 

"л 5 ( 5 ^ М с08 аі М ) со$ а хсіа. (11.12) 
о \ о 1 


где 


Пример. Разложить в интеграл Фурье четную функцию /(х), 


"Но 


1 , если I X I < I, 
в противном случае 
(график функции / (*) см. на рис. 12). 


§ 4. ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ ДЛЯ НЕЧЕТНЫХ ФУНКЦИИ 
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То, что функция I (х) ограничена, абсолютно интегрируема 
в бесконечном промежутке и удовлетворяет условиям Дирихле 
в любом конечном сегменте, проверяется без труда. 


/(X) 



1 



1 

1 

1 

1 

9 

і 

і 

і 

! 


-1 /7 

1 

X 


Рис. 12. 


Следовательно, требуемое разложение в интеграл Фурье су- 
ществует. Для его нахождения вычислим 

со і 

^ / ( I ) соз сиі <Й = ^ соз аі сіі = зіп аі. 
о о 

Таким образом, искомым разложением является 

со 

/ (х) = — ^ - 5ІП °^ - соз ах іа. 

Ч Г 


Эта формула справедлива для всех значений х, за исключением 
х=±1. В этих двух исключительных точках интеграл Фурье 
принимает значение, равное 1/2. 


§ 4. Интеграл Фурье для нечетных функций 

Если функция / (х) нечетная, то нечетной же будет 
и функция /(/) соз а/ и четной — функция /(/)$іпа/. 
Поэтому при нечетной функции / ( х ) в нуль обращается 
при любом значении а интеграл (11.9), а для интеграла 
вида (11.10) справедливо 

§ /(0 зіпа/ сіі — 2 ^ / (() зіпа/ сіі. 

— со О 

Следовательно, в случае нечетной функции /(*) 
формула (11.11) приобретает вид 
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Пример. Разложить в интеграл Фурье нечетную функцию 
Г (х), для которой 

/(*) = (*’ 6СЛИ ]ХІ = 1 ’ 

I 0 в противном случае 

(график этой функции см. на рис. 13). 



Ясно, что функция I ( х ) ограничена, абсолютно интегрируема 
и удовлетворяет условиям Дирихле там, где это нужно. Перехо- 
дим к вычислению внутреннего интеграла в формуле (11.13) 

Мы имеем 


(а) = ') / (0 5ІП а I <і(=^1 віп а I йі 


или, интегрируя по частям, 


I 


I (а) = — — I соз а.і 


+ - ? соз а I <11 = - ^ 05а/ + . 5ІП а1 
а 3 а ^ 

о 


а 2 


Поэтому 


, 2 і‘ а/ соз а/ — $іпа/ . 

/(*)=— — \ — г зш ах сіа. 


Эта формула справедлива для всех значений х, за исключением 
х= ^ I. (Для х=+ I значение правой части формулы будет вдвое 
меньше значения ее левой части.) 


§ 5. КОМПЛЕКСНАЯ ФОРМА ИНТЕГРАЛА ФУРЬЕ 
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§ 5. Комплексная форма интеграла Фурье 

Вернемся к интегральной формуле Фурье (формула 


(И. 8)) 


ОО/ОО 


/(*) = 2Н 5 5 /(Осозсф-О аша (11.14) 


— СО \— 00 


и применим к имеющемуся в этой формуле косинусу 
формулу Эйлера: 


соз а (х — 1) = -^ ( е‘ а {х ~ 1) + е '>). 


Мы получим 



или 



е"‘°(* йі\йа. 


Здесь, как нетрудно убедиться подстановкой г — — а, 
интегралы, стоящие в правой части, равны друг другу. 
Поэтому 



Полученная формула называется разложением функ- 
ции I ( х ) в интеграл Фурье в комплексной форме. 

Примеры. 

1. Найдем интеграл Фурье в комплексной форме для уже 
рассмотренной нами в § 3 функции 
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В этом случае вычисление внутреннего интеграла в правой 
части формулы (11.15) дает нам 
I I 


е іа (Х-І) (И— 1_ е іа(х-1) 

іа 


—і 


— і_ ( е ‘а ( х~1 ) е іа іх+іл — 

іа к ' 


е іах е і<хІ д-іаі е іах 

= ; 2 8іп аі. 

а і а 


Поэтому формула (11.15), приобретает в данном случае следую- 
щий вид: 


/(Ф 


.1 С 5ІП а1 е і 

я 3 а 


іах еіа . 


2. Разложим в интеграл Фурье в комплексной форме функ- 
_ 

цию І(х) = е 2 (см. рисъ 14). 



Мы имеем 

00/8 со 

Л е ~2 е іспхЧ, аі = Л 


— у + Іах—Іаі 


аі 


=е іах 3’ 


-4 (<+/«)• 


= е іах ^ 

— СХ 
СО 

$ 


о *• 


, О* 
іах — - 


аі= 


2 йі=е 2 [ е 2 


-5- і‘ + іа)> 


01. 


Последний интеграл является функцией от а. Обозначим его через 
/(а) и вычислим его. Мы имеем 


I (а) = | 

— СО 

или, делая подстановку 


4('+ <«>* 


01= Ііт (і е 

А-+со _ А 

1 + іа = г, 


А —4 (< + >а) 2 


Ш, 


1 (а) — Ііт ( е 
А 00 — А -р іа 


Ог. 


мы получим 


§ 5. КОМПЛЕКСНАЯ ФОРМА ИНТЕГРАЛА ФУРЬЕ 
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Продифференцируем это тождество по а. Ввиду того, что 
сходимость к пределу является по а равномерной в любом конеч- 
ном промежутке, дифференцирование под знаком предела законно. 
Мы имеем 


Л + <а 


~ I (а) = Ііт і 

іа оо іа ) . 


е 2 іг. 


А-\-іа 

Выполняя дифференцирование интеграла по верхнему и нижнему 
пределам, мы получаем 


іа 


/(а): 


Ііт \іе 2 
А — ► оо 


-|(А+іа)* _і(_л+ад« 

— іе * 


а вспоминая формулу (7.14) и переходя к пределу, будем иметь 


Та 1 ^' 


Следовательно, первообразная функция должна быть постоянной: 
/ (а) — сопзі. 

В частности, должно быть 


I (а) = 1(0). 

Вычислим интеграл I (0). Запишем его для этого дважды: 

со ^ со У? 

/ (0) = $ е 2 іх, /( 0)= К е 2 іу, 

• —СО —00 


и перемножим почленно эти равенства. Мы получим 

оо ^ оо У* ю со _ X 2 У 1 

/ 2 (0) = ^ е 2 іх Л е 2 іу= | ^ е 2 


іх іу. 


Переходя в двойном интеграле к полярным координатам, мы имеем 


Л (0) 


2Я , оо „а V со 0> 2я 

-Ш. 2 рф|^Ф=^е 2 4^ ф = 


/ _ Еі оо' 

= 2я е 2 1 


= 2 я, 


откуда 


/(0)=у"2л. 
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Таким образом, 


^ е 2 е ‘а<х-1> а( = 


іах—— а г 


Ѵ2л, 


( 11 . 16 ) 


и искомым разложением в интеграл Фурье является 


е 2 — 


1 


V 2п 


5 -‘ 


іах — — а* 

2 аа 


§ 6. Понятие о преобразовании Фурье 

Перепишем формулу (11.15), заменяя а на —а, 
в следующем виде: 

00 / СО ч 

Пх) -уш $ тк 5 

— СО \ —00 / 

И ПОЛОЖИМ 


00 

$ Пі)е іа ‘сІІ=Р( а ). (11.17) 

— 00 


Тогда, очевидно, будет 

00 

§ Р(а)е-‘ ах с1а — 1(х). (11.18) 

— оо 


Определение. Переход от функции /( х ) к функ- 
ции Р (а), описываемый формулой (11.17), называется 
преобразованием Фурье функции / (х). Часто преобразова- 
нием Фурье функции / (х) называется сама функция Р (а). 
Обратный переход от функции Р (а.) к функции / (х ) , 
описываемый формулой (11.18), называется обратным 
преобразованием Фурье. Также обратным преобразова- 
нием Фурье функции Р (а) называется функция / (х). 

Пример. Вообще говоря, сами функции имеют мало общего 
с функциями, которые являются их преобразованиями Фурье. 
Одной из немногих функций, совпадающих со своими преобразо- 
ваниями Фурье, является 


/(*) = 


1 

Ѵ2п 


X* 

2 


е 


§ 7. КОСИНУС-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 
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В том, что для этой функции действительно 


/Ч«) = 


1 

} /Г 2п 



нас убеждает второй пример из предыдущего параграфа. В самом 
деле, в этом случае мы имеем 


СО ^ 2 

Р(а)=-~ С = — ? -і=гГ>в^Л- 

Т2л б |/^ 2л б /2л 


СО ,, 

— оо 

или, пользуясь формулой (11.16), полагая в ней х = 0 и заменяя 
а на —а, получаем требуемое. Перечисление остальных функций 
совпадающих со своими преобразованиями Фурье, является более 
сложным делом, на котором мы не будем останавливаться. 


§ 7. Косинус-преобразование Фурье 

Пусть /(л:) — четная функция. Вспомним формулу 

(11.12) * } * 

СО / СО . 

/ (*)= 4 и (0 С 08 аі сіі\ сок ах (Іа, 


перепишем ее в виде 

00 / СО ѵ 

І(х) = У \ ^ (]/ \ | Н1)со$аЫ(\со5ахс1а (11.19) 
И положим 

— 00 

р («) = у | ^ / (О С 08 а/ сіі. (11 .20) 

Тогда (11.19) даст нам 

— 00 

/ (■*) = У ~ ^ (а) С 08 ах (Іа. (11.21) 

о 

Формула^ (11.20) определяет косинус-преобразование 
Фурье четной функции / (а), приводящее к функции Р (а), 
также называемой косинус-преобразованием функции 
/ (х). Формула (11.21) определяет обратное косинус- 
преобразование. 
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§ 8. Синус-преобразование Фурье 


Для нечетной функции [ (х) мы можем сослаться на 
формулу (11.13) 



и по аналогии с предыдущим определить синус-преобра- 
зование Фурье 


00 



О 


и обратное синус-преобразование 


СО 



Пример. Рассмотрим функцию 
/ (■*) = е~Р х , 


определенную только для х > 0. Последнее означает, что мы мо- 
жем, продолжая нашу функцию / (х) на область отрицательных 
значений по четности или по нечетности, найти как косинус-пре- 
образование этой функции, так и ее синус-преобразование. 

Для косинус-преобразования мы имеем 


СО 



О 


Вычисляя последний интеграл двукратным интегрированием 
по частям (подобно тому как вычислялся интеграл в примере 
в § 2), мы получаем 



Аналогично для синус-преобразования этой функции — 



§ 9 СПЕКТРАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 
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§ 9. Спектральная функция 

Положим 

00 

— СО 

Тогда 

^Р(а)е 1ах й а = і ^ ^ Н()е 1а ^сКйа. 

— СО — оо — со 

В силу (11.15) последний интеграл есть ?(х). Таким 
образом, 

{(х)=\ Р{а)е іах сіа. (11.22) 

— ОО 

С механической точки зрения функция е іах при любом 
значении а описывает некоторое гармоническое колеба- 
ние. В соответствии с этим интегральное представление 
(11.22) функции /(*) можно понимать как представление 
описываемого этой функцией движения в виде бесконеч- 
ной непрерывной системы независимых колебаний с раз- 
личными частотами. Функция Р (а) показывает при этом, 
с какой интенсивностью происходят колебания, соответ- 
ствующие различным значениям а. Нетрудно проверить 
(это делается совершенно так же, как в § 1 1 главы 9 для 
случая рядов Фурье), что модуль \Р(а)\ есть амплитуда 
колебания, соответствующего данному значению а. 

Функция Р (а) называется спектральной функцией 
для исходной функции 1(х). 
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